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RESUMO

O objetivo desse trabalho é estudar aplicacdes ciclicas, tomando o artigo On cyclic
maps de K. L. Lim como base. Estudamos também H-espacos e grupos de Gottlieb,
gue surgem naturalmente como temas centrais a partir da forte relacdo com as apli-
cacgdes ciclicas. Damos énfase a dois resultados de T. Ganea, um sobre Produto
de Whitehead e outro sobre a relagao entre o funtor Loop e aplicagdes centrais, que
resulta em uma relagdo entre aplicagdes ciclicas e aplicagdes centrais. Além disso,
apresentamos alguns assuntos mais basicos da Teoria de Homotopia, necessérios na
discussao de nossos objetivos principais, incluindo Fibracoes, Cofibracbes, Pushouts
e Pullbacks, tomando o livro Introduction to Homotopy Theory de M. Arkowitz como

base.

Palavras-chave: Matematica, Topologia algébrica, Teoria da homotopia.






ABSTRACT

The aim of this work is to study cyclic maps, based on the paper On cyclic maps by K.
L. Lim. We also study H-spaces and Gottlieb groups, which emerge naturally as cen-
tral topics, given their strong relation to cyclic maps. We emphasize two results due to
T. Ganea, one on the Whitehead Product and one on the relation between the Loop
functor and central maps, which results in a relation between cyclic maps and central
maps. Furthermore, we present some basic topics from Homotopy Theory, which are
necessary in the discussion of our primary objectives, including Fibrations, Cofibrati-
ons, Pushouts and Pullbacks, taking the book Introduction to Homotopy Theory by M.

Arkowitz as a main reference.

Keywords: Mathematics, Algebraic topology, Homotopy theory.
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1 Introducao

Em [8], D. H. Gottlieb introduziu um certo subgrupo G(X, zy) do grupo fundamental
m (X, xp), para todo CW-complexo conexo X, por meio do conceito de homotopias ciclicas.
Tal grupo também pode ser definido por meio da aplicacdo avaliacdo w: B4 — B, onde
B4 denota o espaco das func¢des continuas de A em B, com a topologia compacto-aberto.
Assim, G(X, xy) também pode ser chamado de subgrupo avaliagdo de X. Em [9], o mesmo
autor estende essa nogao para um subgrupo G, (X, zy) do grupo de homotopia 7, (X, x¢).

Uma aplicagao f: A — X é chamada ciclica quando (idV f)oV: XV A — X pode ser
estendida para o produto cartesiano X x A. Essa defini¢ao foi dada por K. Varadarajan
em [19] para introduzir os conjuntos G(A, X), que além de generalizarem os grupos de
Gottlieb G(X, zg), também nos permite estudar as aplicagoes ciclicas de um modo mais
amplo.

Essas aplicac¢oes sao ferramentas tteis, por exemplo, no contexto das sequéncias exatas.
Se f: A — X éciclica, f.: [Z,A] — [Z, X] tem imagem contida em G(Z, X). Desse modo,
informagoes a respeito de G(Z, X)) nos dao informacoes a respeito de sequéncias onde f,
aparece, e vice-versa. Veremos que o conectante da sequéncia exata de uma fibracao é
ciclica e, desse modo, os argumentos que usamos para a aplicacao f podem ser aplicados
com frequéncia na pratica.

Para o desenvolvimento do nosso trabalho, algumas ferramentas da Teoria de Homo-
topia nos serao necessarias. Entre elas, as fibracoes, os pullbacks, os H-espagos e seus
respectivos duais. Tendo em mente que esses assuntos também sao interessantes indivi-
dualmente, os estudaremos detalhadamente.

No Capitulo 1, discutiremos brevemente os CW-complexos e algumas defini¢des ini-
ciais sobre sequéncias de fungoes. Também, apresentaremos referéncias que garantirao a
continuidade de varias fungoes que aparecem em boa parte do texto.

No Capitulo 2, estudaremos os (co-)H-espagos, que nos levam a uma estrutura de grupo
no conjunto [X,Y] de classes de homotopia de aplicagoes de X em Y. Nesse contexto,
encontramos os espacos de lagos 2.X e as suspensoes X X.

No Capitulo 3, veremos as defini¢des e algumas propriedades bésicas das fibragoes e
cofibragdes. Daremos continuidade a esse assunto no Capitulo 4, por meio do mapping
cone e da homotopy fiber, no contexto dos pushouts e pullbacks. Utilizaremos tais objetos
como ferramentas para construir as sequéncias exata e coexata de uma aplicacao. Defini-
remos também o homotopy pushout, que utilizaremos para relacionar diferentes mapping
cones e definir o join X %Y.

Finalmente, no Capitulo 5, discutiremos as aplicacoes ciclicas, citadas anteriormente,
bem como as aplicagbes centrais, que estao fortemente relacionadas com o centro dos
grupos [X,Y]. Apresentaremos brevemente o produto de Whitehead e provaremos dois
resultados de T. Ganea, utilizados para relacionar aplicagoes ciclicas e centrais.
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Requisitos

Nesse capitulo, apresentamos algumas defini¢oes e resultados que nao necessariamente
fazem parte dos nossos objetivos, mas sao necessarios para o resto do texto. Por isso, ndo
nos aprofundaremos muito em nenhum dos assuntos.

Iniciamos apresentando algumas convengoes:

Em todo o texto, espago significa espaco topoldgico com ponto base e com o tipo
de homotopia de um CW-complexo com ponto base (que definiremos na segao se-
guinte), aplicagdo significa fungdo continua baseada e homotopia significa homotopia
baseada. Quando for necessario lidar com homotopias nao necessariamente basea-
das, essas serao chamadas de homotopias livres. Além disso, no Capitulo 4, vamos
definir o que é um espago com ponto base ndo degenerado e assumir, a partir dali,
que todos os espacos sejam desse tipo.

Escrevemos X ~ Y para dizer que os espacos X e Y sao homeomorfos. Quando
conveniente, trataremos espagos homeomorfos como espacos iguais.

O ponto base de um espaco X sera denotado por * ou *xx quando for necesséario
explicitar o espago. O espago unitario {*} serd denotado apenas por * quando for
conveniente simplificar a notagdo. Denotaremos também por x: X — Y a aplicagao
constante dada por x(x) = %y para todo z € X.

Denotaremos por idy, ou simplesmente por id quando for conveniente, a aplicagao
identidade de X.

Denotaremos por I o intervalo fechado [0, 1] com ponto base 0, por S™ a esfera n-
dimensional com ponto base (1,0,...,0) e por D™ o disco n-dimensional com ponto
base (1,0,...,0).

Dado um espaco X, denotaremos por (x) a classe de equivaléncia de um elemento
r € X em um quociente X/~ (ou X/A para algum A C X).

Especificamente sobre produtos de espacos, temos:

Dados dois espagos X e Y, denotamos por X VY o subespago (X x {*})U({x} xY)
do cartesiano X x Y. O espago quociente (X x Y)/(X VYY) é chamado produto
smash de X e Y e é denotado por X AY.

Dadas duas fungoes f: A — X e g: B — Y, definimos a funcdo f x g: A x B —
X xY por (f xg)(a,b) = (f(a),g(b)), para todo (a,b) € Ax B. Se f e g sao fungoes
baseadas, podemos restringir o dominio e o contradominio de f x g para AV B e
X VY. Essa restricao sera denotada por fVg: AVB — X VY.

17



18 Requisitos

e Denotamos por A: X — X x X, ou Ax quando for necessario especificar o espaco, a
aplicagao diagonal A(x) = (z,z) epor V: XVX — X, ou Vx quando for necessario
especificar o espago, a aplicagao folding, que é dada por V(z,%) = x e V(x,z) = z,
para todo x € X.

Sobre homotopias, utilizaremos as seguintes notagoes:

o Escrevemos X ~ Y e f ~ g para dizer que X e Y tém o mesmo tipo de homotopia
e que f e g sdo aplicacoes homotdpicas, respectivamente.

o Muitas vezes ¢é 1util pensar em uma homotopia H: X X I — Y em termos das
aplicacoes h,: X — Y dadas por h(x) = H(z,t), para todo x € X et € I.
Quando conveniente, diremos apenas que h;: X — Y é uma homotopia, deixando
subentendido que ha uma aplicacdo H: X x I — Y que determina as aplicagoes h;.

o Dadas aplicagoes f,g: X — Y, escrevemos H: f ~ g ou f ~py ¢ para dizer que
H: X x I —Y éuma homotopia entre f e g, com H(z,0) = f(z) e H(x,1) = g(x)
para todo x € X. Escrevemos também h;: f ~ g ou f =, g para dizer que h; é
uma homotopia entre f e g, com hg = f e hy = g.

« Dados dois espagos X e Y, denotaremos por [X, Y] o conjunto de classes de homoto-
pia de aplicacoes de X em Y. Dadas f: X' — X eg: Y — Y’ aplicacoes, chamamos
de induzidas de f e g, e denotamos por f*: [X,Y]| = [X',Y] e g.: [X,Y] = [X, Y]
respectivamente, as aplicagoes dadas por f*([h]) = [ho f] e g.([h]) = [g o h], para
todo [h] € [X,Y].

2.1 CW-complexos

Definicao 2.1. Um espaco topolégico X é chamado CW-complexo quando existe uma
sequéncia X° € X! € X? C --- de subespacos de X, com X" = X, tais que:

1. X% é um conjunto discreto (contendo *x, caso X possua ponto base),

2. para cada n > 0, X™ é o espago quociente X" '|], D"/~, onde ~ é dada por z ~
¢o(), para cada z € D™ e alguma colecdo de aplicagoes ¢, : D" = "1 — X1,

3. a topologia de X coincide com a topologia fraca com respeito aos subespagos X".

A composigao da inclusao Dj — X n=1|], D" com a funcio quociente X" ||, D" —
X" é chamada funcao caracteristica. A imagem, em X, de um disco D" por uma fun-
¢ao caracteristica ¢ chamada n-célula fechada, ou simplesmente célula fechada, de X e a
imagem do interior de um disco D" é chamada de n-célula aberta, ou simplesmente célula
aberta, de X.

Dizemos que um subconjunto fechado A C X é um subcomplexo de X se A é uniao de
células (abertas) de X.

Como sugerido antes, trabalharemos apenas com espacos que tém o tipo de homotopia
de CW-complexos. Essa exigéncia nem sempre é necessaria, porém a categoria dos espagos
com tipo de homotopia de CW-complexos inclui a maioria dos espacgos estudados na
pratica, de modo que a exigéncia nao se torna muito restritiva, mesmo quando nao ¢é
essencial.
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Os CW-complexos (e espagos com o tipo de homotopia de CW-complexos) nao serao
uteis diretamente pela estrutura dada na definicao, mas sim por alguns resultados, como
a propriedade da extensdao de homotopia, que enunciamos a seguir.

Defini¢ao 2.2. Sejam (X, A) um par de espacos topoldgicos, com A C X, ei: A — X
a inclusdo. Dizemos que (X, A) tem a propriedade de extensio de homotopia livre se
dados um espago topolégico Z, uma funcao continua h: X — Z e uma homotopia livre
gi: A — Z tais que h oi = gg, existe uma homotopia livre h;: X — Z tal que hg = h e
hs o1 = g; para todo t € I.

Tomando G: AxI — Z a homotopia dada por G(a,t) = g:(a) e H: X x I a homotopia
dada por H(z,t) = hy(x), temos o diagrama a seguir:

A : X
m‘ /
A
y K\\\\H

AxT ixidr X x 1T

Se X possui ponto base e o subespago A contém esse ponto base, definimos a propri-
edade de extensao de homotopia analogamente, bastando substituir as func¢ées continuas
por aplicagoes e homotopias livres por homotopias (consequentemente, isso nos restringe
a Z também com ponto base). Verifica-se facilmente que, nessas condigoes, se (X, A)
tem a propriedade de extensao de homotopia livre, entao também tem a propriedade de
extensao de homotopia.

Uma versao mais geral da proposigdo a seguir estd provada em [1, Proposi¢ao 1.5.17].

Proposicao 2.3. Se (X, A) é um par CW, isto é, X é CW-complezo e A C X ¢é subcom-
plezo, entao (X, A) tem a propriedade de extensdo de homotopia livre.

Dados X e Y CW-complexos, gostariamos que X XY também fosse um CW-complexo.
Existem formas naturais de definir uma estrutura de CW-complexo no conjunto X x Y
a partir das estruturas de X e Y, mas isso pode resultar em uma topologia em X x Y
que nao coincide com a topologia produto. Para corrigir isso, exigir algumas hipoteses
adicionais sobre os CW-complexos pode ser util.

Definigao 2.4. Seja X um CW-complexo. Dizemos que
e X é finito se X possui um nimero finito de células,
e X ¢é enumeravel se X possui um nimero enumeravel de células,

o X é localmente finito se cada ponto de X esta no interior de um subcomplexo finito
de X,

e X élocalmente enumeravel se cada ponto de X esta no interior de um subcomplexo
enumeravel de X.

Os itens da proposigao a seguir sao os itens (iii) e (iv) de [2, Teorema 2.11].

Proposicao 2.5. Sejam X e Y CW-complexos.
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e Se X (ouY) é localmente finito, entio X xY é um CW-complexo.
e Se X eVY sdao localmente enumeraveis, entao X XY é um CW-complexo.
O lema a seguir, provado em [5, Lema 3.2], conecta alguns dos itens da Defini¢ao 2.4.

Lema 2.6. Se X é um CW-complezxo localmente finito e conexo por caminhos, entado X
¢ um CW-complexo enumerdvel.

Mesmo em CW-complexos que nao sao conexos por caminhos, o lema acima ainda nos
da informacao sobre cada componente conexa por caminhos do espaco e, em particular,
sobre a componente do ponto base.

2.2 Avaliacao e Lei Exponencial

Dados X e Y espacos topoldgicos quaisquer, denote por Y¥ o espaco das funcdes
continuas X — Y, com a topologia compacto-aberto. Se X e Y forem espacos baseados,
tomamos a aplicacdo constante *: X — Y como ponto base de YX e denotamos por
C.(X,Y) o subespaco de Y¥ das fun¢oes continuas baseadas, ou seja, das aplicacoes.

A proposigao a seguir esta provada em [16, Teorema 46.10].

Proposigao 2.7. Se X € localmente compacto e Hausdorff, e Y é um espaco topoldgico
qualquer, entdo a funcio e: X x YX =Y, dada por

e(z, f) = f(x),
¢ continua.

A funcdo e: X x YX — Y é normalmente chamada de funcio avaliacdo. A versao
baseada da proposicao acima é obtida facilmente a partir da restricao e|xxc.(x,v)-

A proposicao a seguir, muitas vezes chamada de “lei exponencial”, é um caso particular
de [3, Corolério 1.8], obtido a partir de [2, Teorema 2.11] e do homeomorfismo Y x Z —
Z x 'Y (ver também |2, Proposigoes 2.3 e 3.5]).

Proposicao 2.8. Sejam X um espaco topologico qualquer, Y um espaco localmente com-
pacto e Z um CW-complexo. Entdo a funcio p: XY *% — (X¥)? dada por

n(f)(2)(y) = fly, 2)
é um homeomorfismo, para todo f € X¥*?, y€Y ez € Z.
O corolario a seguir é uma aplicagao util da proposi¢ao anterior:

Corolario 2.9. Sejam H: X x I =Y uma homotopia e hy: X — Y as aplicagoes dadas
por hy(z) = H(x,t), para t € I. Entao a associa¢io t — hy € continua.

Demonstragio. Basta notar que hy = u(H)(t) e p(H) € (YX)! é continua. O
De modo analogo, temos o seguinte:

Corolario 2.10. Sejam H: X x I — Y uma homotopia e a: I — Y as aplicacoes dadas
por a,(t) = H(x,t), parat € I e x € X. Entao a associagio x — o, € continua.

Para espacos baseados, temos a proposigao a seguir, provada em [14, Teorema 6.2.38].
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Proposicao 2.11. Sejam X wum espaco topolégico qualquer, Y e Z espagos localmente
compactos e Hausdorff. Se X,Y e Z sao baseados, entio a fungio p': Co(Z NY, X) —
Cu(Z,C.(Y, X)) dada por

1 ()W) = f{zy)

¢ um homeomorfismo, para quaisquer f € C.(ZANY ,X),y€Y ez € Z.

Os resultados citados nessa se¢ao possuem versoes, discutidas em [17], aplicéveis a es-
pacos quaisquer, sem a necessidade de exigir que algum dos espagos seja CW-complexo ou
entao localmente compacto. No entanto, nesse caso, ha necessidade de alterar a topologia
dos espacos.

2.3 Sequéncias

Definicao 2.12. Dizemos que uma sequéncia de fun¢oes baseadas entre conjuntos base-
ados

N Si+1 Git1 s, o S,

é exata em .S; quando Ker(¢;) = Im(¢;1). Dizemos que a sequéncia é exata se ela é exata
em S; para todo i.
Dada outra sequéncia exata

/
oA @

! !
Sz' 1—1

!/
- — Sin

dizemos que uma colegao de fungoes baseadas {h;: S; — S} é uma aplicagio de sequéncias
se ¢} o h; = h;_1 o ¢; para todo i, isto é, o diagrama a seguir comuta:

e S 5 T

th_ 1 Jhi lhi— 1

/
/ it+1 /
- — Sin Si

Proposicao 2.13. Sejam

D S 2 5 2 s

?;

/
l i+l /
- — Sip Si

!
Sifl

sequéncias de fungoes baseadas. Se uma das sequéncias for exata e existir uma aplicagdo
de sequéncias {h;: S; — S!} tal que cada h; possui inversa h;': S; — S;, entdo a outra
sequéncia também € exata.

Demonstragio. Suponha que a segunda sequéncia é exata. Dado u € Im(¢;11) C S;
temos que u = ¢;41(v) para alguma v € S;;;. Entao,

¢1(U) = ¢; 0 <Z5z'+1(U) = h;ll ohij_jo¢;o ¢z‘+1(v)
= h’z_—ll © ¢; © hz o ¢i+1 (U) = hl__ll o ¢; o ¢;+1 ¢} hi—i—l(v) = k.,
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Isso prova que Im(¢;11) C Ker(¢;).
Por outro lado, dado u € Ker(¢;), temos que

w5,y = ¢i(u) = hiZy 0 hioy 0 di(u) = hiZy 0 ¢} 0 hi(u)

e, portanto,
gb/ [¢) hZ(U,) = hi,1<*5,7 ) = kg

i—1"

Como Ker(¢;) = Im(¢},,), existe v € S;; tal que h;(u) = ¢} ,(v) e, portanto,

U = h;l o ¢;+1 (U) = hZI o ¢;+1 o hjt1 0 hz’jrll <U>
= h; o hio ¢ir1 0 b (v) = i1 (R (v)).

Logo, u = ¢;11(h3(v)) € Im(¢;) e concluimos Ker(¢;) C Im(;11).
Supondo que a primeira sequéncia é exata, provamos que a segunda também é exata
analogamente, bastando notar que

giohi' =hyohiyogioh !t =hodjohioht=h’od
isto é, {h;': S/ — S;} é uma aplicacdo de sequéncias. O
Definicao 2.14. Dizemos que uma sequéncia de aplicagoes

f3 fa

X3 X X4

é exata se a sequéncia de fungoes baseadas entre conjuntos baseados
— [2,Xs] == [2, X,] — [Z,X]]

é exata para todo espago Z.
Dizemos que uma sequéncia de aplicagoes

fi f2

X1

Xs X3

é coexata se a sequéncia de fungoes baseadas entre conjuntos baseados

f2 fl

— [X3, 7] —— [ Xy, Z] —— [X4, 7]

¢ exata para todo espago Z.
Definicao 2.15. Dizemos que duas sequéncias exatas de aplicacoes

fi—1 fi

c— Xi

Xi+l

gi—1 gi
—— Y Yi Yita

sdo equivalentes se existe uma cole¢ao de equivaléncias de homotopia {h;: X; — Y;} tal
que g; o h; >~ h;1 o f; para todo i, isto é, o diagrama a seguir comuta:

fi-1

— Xi

lhi—l J{hi J{hiﬁ-l

gi—1 9i
c—— Y Yi Yin
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Note que, para sequéncias decrescentes, é necessario adaptar os indices, obtendo g; o
hi ~ hi—l @) fz

Proposicao 2.16. Se

1

X, X, X R I R

sao sequéncias equivalentes de aplicacoes, e uma delas € coexata, entdao a outra também é.

fi f2

X5 X3 .-+ coexata. Seja {h;: X; —
Y;} uma colecao de equivaléncias de homotopia com g¢; o h; >~ h;;; o f;. Para cada i, seja
h.:Y; = X; a inversa homotdpica de h,;.

Dado Z um espago arbitrario, considere hf: [Y;, Z] — [X;, Z] e h)": [X;, Z] — V3, Z].

Demonstra¢io. Suponha X,

Entao, temos que hf o hi*[u] = [u o b} o h;] = [uoid] = [u] para toda u: X; — Z, isto &,
h; o hi* =id. Analogamente temos h.* o h} = id e concluimos h}" = h} ™'
Além disso, para todo [u] € [Y;, Z], temos que f;oh},[u] = [uoh; 10 f;] = [uog;oh;| =

* * : Z * * I * __ Ik * : : .
hiogflu],isto é, ffohi,, =hiog = h{i+1)-1 © g; e o diagrama a seguir comuta:

D Ve, Z) 2 e, Z) I 1, 7

[ | [

(X Z) s X, 2] I X, 2]

Por fim, temos pela Proposicao 2.13 que
o %, 2] = 1,2 T 11,7

é exata e, consequentemente,

g1 g2
Y, Y, Y3
é coexata. O

Proposicao 2.17. Se

/3 f2 93 g2
X3 Xo X; e - Y3 Y, Yi
sao sequéncias equivalentes de aplicagoes, e uma delas é exata, entao a outra também é.

Demonstracio. Embora a prova seja andloga a anterior, optamos por escrevé-la por
f3 X, f2 X,
exata. Seja {h;: X; — Y;} uma colecao de equivaléncias de homotopia com g; o h; =~
hi—1 o f;. Para cada i, seja h,: Y; — X; a inversa homotépica de h;.

Dado Z um espago arbitrério, considere h;,: [Z, X;| — [Z,Y;] e h,: [Z,Yi] — [Z, Xi].
Entao, temos que h;, o hl [u] = [h; o b owu] = [id ou] = [u], isto é, h;, o b, = id.
Analogamente temos b/, o h;, = id e concluimos h} = h;,".

Além disso, para todo [u] € [Z, X;], temos que g;, 0h;,[u] = [gioh;ou] = [h;—10 fiou] =
hi—1, o fi.|u], isto é, g;, o h;, = h;_1, o fi, e o diagrama a seguir comuta:

completo, para fins de referéncias futuras. Suponha --- —— X3
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— [Z2,X5] —= [2,X5] — [Z,X)]
ym rm o
— [2Y3] —— [Z2,Y] —— [Z, Y]

Por fim, temos pela Proposicao 2.13 que

— [2.Y5] —= [4,Y2] —— [Z,Y]]

é exata e, consequentemente,

é exata.



3 H-espacos e co-H-espacos

O conjunto [ X, Y] das classes de homotopia de aplicagoes X — Y possui uma estrutura
de grupo cldssica quando tomamos X = S™, obtendo assim os grupos de homotopia 7, (Y).
Gostarfamos de construir uma operacao no conjunto [X,Y] para espagos X e Y mais
gerais.

Nesse capitulo, apresentamos os co-H-espagos, que sao espagos X com uma estrutura
que nos permite definir uma operacao em [X,Y]. Apresentamos o caso mais especifico
dos co-H-grupos, que nos permitem mostrar que essa operacao determina uma estrutura
de grupo, generalizando o conceito dos grupos de homotopia 7,(Y"). Definimos também
os duais H-espagos e H-grupos, espagos Y que novamente permitem definir uma operagao
em [X,Y].

Depois disso, apresentamos os espacos de lagos e as suspensoes, que sao H-grupos e
co-H-grupos, respectivamente, que podem ser obtidos a partir de um espago qualquer.
Por fim, definimos os grupos de homotopia ,(Y) como caso particular de [X, Y] quando
X é a n-esfera, e discutimos uma importante aplicacao desses grupos com o Teorema de
Whitehead.

A sequéncia de resultados a seguir é, em grande parte, adaptada de [1, Capitulo 2],
com comentarios e referéncias adicionais onde julgamos relevante.

3.1 Defini¢oes e Estrutura de Grupo em [X, Y]

Definicao 3.1. Dizemos que um espaco Y é um H-espagco quando existe uma aplicagdo
m:Y XY — Y, chamada multiplicacao, tal que:

(i) mo (id x ¥) o A ~id ~ mo (x x id) o A, isto ¢, os diagramas a seguir comutam a
menos de homotopia:

v (idx*)oA VXV % (xxid)oA Y xY
Y Y

Além disso, dizemos que Y é um H-grupo quando:

(ii) mo(mxid) ~ mo(idxm), isto é, o diagrama a seguir comuta a menos de homotopia:

VY xY xY —™4  y wy

[iaxm [

YXxY ————Y

25
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(iii) existe uma aplicagdo i: Y — Y tal que mo (id x i) o A ~ x ~mo (i x id) o A, isto
é, os diagramas a seguir comutam a menos de homotopia:

% (idx2)oA Y <V % (ixid)oA V<Y
\ e \ M

Também chamamos de H-espago o par (Y, m) do H-espago Y com multiplicagdo m
fixada. De modo similar, também chamamos de H-grupo a tripla (Y, m, i) do H-grupo Y
com as aplicagoes m e i fixadas.

Observagao 3.2. Note que ha um abuso de notacao ao escrever mo(mxid) ~ mo(idxm),
pois o dominio de m xid é (Y xY) xY e o dominio de id xm é Y x (Y xY). A defini¢ao
entende esses espacos como sendo o mesmo que Y X Y x Y. Para escrever isso mais
formalmente, basta fazer composigdo com os homeomorfismos naturais p: ¥ x Y xY —
Y xY)xYe: Y XY xY =Y x (Y xY). Assim, temos

mo (m xid)op ~mo (id x m) o 9.
Para simplificar o texto, continuaremos fazendo esse abuso de notagao e deixaremos

as aplicagoes ¢ e 1) (e outras semelhantes) subentendidas.

Exemplo 3.3. Todo grupo topolégico ¢ um H-grupo. Por exemplo, todo grupo de Lie é
também um H-grupo, em particular, os grupos de matrizes GL,(C) e as esferas S°, S*
(como complexos unitérios) e S® (como quatérnios unitarios). Temos também que S” é
um H-espaco e é possivel provar que S, 5!, S% ¢ S7 sao os tinicos exemplos de esferas que
sao H-espagos (ver [10, Segoes 3.C e 4.B]).

Uma defini¢do equivalente de H-espago ¢ dada pela proposicao a seguir:

Proposicao 3.4. Sejam Y um espaco e m: Y XY — Y uma aplicacao. Entio (Y, m) é
um H-espaco se, e somente se, moj ~ V,

YVY — 2 Ly xy

x lm
Y
onde 7: Y VY =Y XY € a inclusao.
Demonstragao. Para todo y € Y temos
Vo ((mo(id x %) o A) V (mo (x x id) o A))(y, *)
=mo (id X %) o A(y) = m(y, *) = mo j(y, *).

Fazendo o mesmo para (x, y), concluimos que Vo((mo(idx*)oA)V(mo(xxid)oA)) = moj.
Se Y é H-espaco, temos

moj=Vo((mo(idxx*x)oA)V (mo (xxid)oA))~Vo (idVid) = V.

Agora suponha que m o j ~ V. Note que a imagem de (id x *) o A estd contida em
Y VY, entao podemos restringir seu contradominio e obter d: ¥ — Y VY, de modo que

id=Vod~mojod=mo(id x %) o A.

Provamos id ~ m o (x x id) o A analogamente e concluimos que Y é H-espaco. O
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A partir da multiplicacdo m de um H-espaco Y, podemos definir uma operagao binaria
em [X,Y].

Defini¢ao 3.5. Seja (Y, m) um H-espago. Dadas duas aplicagoes f,g: X — Y, denota-
remos por f + g a aplicacdo f+g=mo(f xg)oA: X =Y.

Se f'~ fegqg ~g, temos mo (f' xg)oA>~mo(f xg)oA. Desse modo, podemos
definir a operacdo bindria [f] + [g] = [f + g] em [X,Y].

Proposigao 3.6. Se (Y, m) é H-espago, entao para todo espaco X e todo [f] € [X,Y]
temos [f] + [*] = [f] = [*] + [f]. Além disso, se (Y,m,i) é H-grupo, entio ([X,Y],+) €
grupo.

Demonstragio. Para todo € X, temos que (m o (id x *) o Ao f)(z) = m(f(x),*) =
(mo (f xx)oA)(x)=(f+*)(z) e, portanto, f =ido f~mo (idx x)o Ao f = f+ x.
Logo, [f] = [f + *] = [f] + [¥]. Provamos [f] = [*] + [f] analogamente e concluimos que
[*] é o elemento neutro da operagao +.

Suponha agora que (Y, m,i) é H-grupo. Entao dadas f,g,h: X — Y, temos que

(f+g)+h=mo((mo(fxg)ol)xh)oA
=mo(mxid)o(f xgxh)o(idx A)oA~mo(idxm)o(fxgxh)o(idx A)oA
=mo (fx(mo(gxh)oA)oA=f+(g+h),

isto &, ([f] + [g]) + [A] = [f]+ (lg] + [A])-
Por fim, note que para todo x € X, temos (mo (id x i) o Ao f)(x) = (mo (f X (io

fNoA)z) = (f+ (iof))(x),isto é, f+ (iof) =mo(idxi)oAof ~sxof =x
Loglo, existe [i o f] tal que [f]+ [io f] =[f + (io f)] = [¥]. Provamos [io f] + [f] = [E]
analogamente.

Definicao 3.7. Dizemos que um espago X ¢ um co-H-espago quando existe uma aplicacao
c: X — X V X, chamada comultiplicacao, tal que:

(i) Vo(idVx*)oc~id ~ Vo (xVid)oc, isto é, os diagramas a seguir comutam a menos
de homotopia:

X X
CJ \ CJ \
XvXX —X XvXX —X
Vo(idVsx) Vo(*Vid)

Além disso, dizemos que X é um co-H-grupo quando existe uma aplicacao i: X — X
tal que

(i) (¢Vid)oc~ (idVc)oc, isto é, o diagrama a seguir comuta a menos de homotopia:

X - XVvX

| Jove

idve

XVX — XVXVX
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(iii) Vo(idVi)oc~ %~ Vo (iVid)ogc, isto é, os diagramas a seguir comutam a menos
de homotopia:

X X
XV X>> X XV X>> X
Vo(idVi) Vo(ivid)

Também chamamos de co-H-espago o par (X, ¢) do co-H-espago X com comultiplicacao
¢ fixada. De modo similar, também chamamos de co-H-grupo a tripla (X, ¢, i) do co-H-
grupo X com as aplicagoes c e i fixadas.

Proposicao 3.8. Sejam X um espago e c: X — X V X uma aplicagio. Entio (X,c) é
um co-H-espago se, e somente se, joc >~ A,

[
XVX — X xX
onde j: X VX — X XX € a inclusao.
Demonstragio. Para todo x € X, denotando ¢(z) = (¢1(x), ca(z)), temos
(Vo(idV*)oc) x (Vo (xVid)oc))oA(x)
= (Vo (idV#))(er(x), c2(2)), (Vo (x Vid))(er(2), c2(2))) = (er(2), ca(w)) = j © e(x).

Assim, concluimos que ((Vo (idV *)oc) x (Vo (xVid)oc))oA=joc.
Se (X, ¢) é co-H-espaco, temos

joc=((Vo(idVx*)oc)x (Vo(xVid)oc))o A~ (id xid) o A = A,

Agora, suponha que j oc >~ A. Note que a projecao na primeira coordenada my: X X
X — X estende a aplicacao V o (id V %), de modo que

id=moA~mojoc=Vo(idVx*)oc.
Provamos id ~ V o (x V id) o ¢ analogamente e concluimos que (X, ¢) é co-H-espago. [

A partir da comultiplicacao ¢ de um co-H-espaco X, podemos definir, de modo analogo
ao feito anteriormente, uma operacao binaria no conjunto [X, Y] das classes de homotopia
de aplicacoes de X em Y.

Defini¢ao 3.9. Seja (X, ¢) um co-H-espago. Dadas duas aplicagoes f,g: X — Y, deno-
taremos por f + g a aplicacdo f+g9g=Vo(fVg)oc: X =Y.

Se [/~ feg ~g, temos Vo (f'Vg)oc~Vol(fVg)oc Desse modo, podemos
definir a operagdo binaria [f] 4 [g] = [f + ¢] em [X,Y].

A prova da proposicao a seguir é andloga a prova da Proposicao 3.6.

Proposigao 3.10. Se (X, ¢) é co-H-espago, entio para todo espago Y e toda [f] € [X,Y]
temos [f] + [*] = [f] = [*] + [f]. Além disso, se (X, c,1) é co-H-grupo, entao ([X,Y],+) é
grupo.
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Perceba que as notacoes das operagoes nas Defini¢oes 3.5 e 3.9 sao iguais. Quando as
duas defini¢oes podem ser aplicadas, as operagoes coincidem e, portanto, nao ha risco de
ambiguidade. Mais precisamente, temos:

Proposicao 3.11. Sejam (X’ C) um co-H-espago e (Y, m) um H-espaco. Para quaisquer
fog,h,k: X =Y, temos:

(f +m 9) +e (h+m k) = (f +c h) +m (g +c k),
onde +,, € a operacio da Definicao 3.5 e +. € a operacao da Definicao 3.9.

Demonstragdo. Por um lado, temos que

(f +m 9) +e (h4m k) = Vy o ((mo (f x g)oAx)V(mo(hxk)oAx))oc
=moVyxyo((fxg)V(hxk))o(AxVAx)o

Por outro lado, temos

(f+ch)+m(g+ck)=mo(Vy(fVh)oc)x (Vyo(gxk)oc))oAx
=mo(Vy xVy)o((fVh)x(gVk))oAxyxoc.

Por fim, resta provar

Vyxy 0 ((f X g) V (h X k)) o (AX vV Ax) = (Vy X VY) o ((f V h) X (g V ]i‘)) o AX\/X-
Para isso, basta tomar (a,b) € X vV X arbitrariamente e notar que

Vyxy o ((f x g) V (h x k) o (Ax VAx)(a,b) = Vyxy o ((f x g) V (h xk))(a,a,b,b)

— Vyar((@), gla), hO), K(B) - {E A,

(Vy xVy)o((fVh)x(gVEk))oAxvx(a,b) = (Vy X Vy)o((fVh)x(gVEk))(a,b,a,b)

_ X a a — (f(a),g(a)), seb=x,
= (Vy x Vy)(f(a), h(b), g(a), k(b)) {( h(b), k(b)), sea = .

O

Corolario 3.12. Se (X, c) é um co-H-espago e (Y, m) é um H-espago, entio as operagies
da Definicao 3.5 e da Definicio 3.9 em [X,Y] coincidem e sio abelianas.

Demonstrag¢io. Com a notacdo do lema anterior, tomando g = h = *, temos

] e (K] = (] Hm [¥]) A (0] o [K]) = ([F] e [¥]) o (4] e [K]) = [f] +m [],

provando que as operagoes coincidem, e tomando f = k = %, temos

(9] +c [P] = ([ +m [9]) +e ([A] +m []) = ([ +c [B]) +m (l9] +e []) = [A] +m [9];

provando que elas sao abelianas. O
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3.2 Espaco de Lacos e Suspensao

Definicao 3.13. Seja Y um espaco. O espaco de caminhos PY é o espaco das aplicacoes
a: I — Y tais que a(0) = *, com a topologia compacto-aberto.

O espago de lagos Y é o subespago de PY das aplicagoes a: I — Y tais que «(0) =
a(l) = *. Dada uma aplicagao g: Y — Y’, denotamos por )¢ a aplicagdo 2g: QY — QY
dada por Qg(«a) = g o a para todo a € QY.

O espaco QY também pode ser definido como o espaco das aplicacdes de S em Y,
visto que S' = 1/{0,1}.

Uma justificativa de que os espacgos da definicdo acima tém o tipo de homotopia de
CW-complexos pode ser encontrada em [15].

Proposicao 3.14. Dado um espago Y, considere m: QY x QY — QY a aplicagdo dada
por
a(2t), se <t <1/2,
e 8)(1) = {4120 /
B2t —1), sel/2<t<1

ei: QY — QY a aplicacao dada por

i(a)(t) = a(l—1t),
para todo o, B € QY et € I. Entio (Y, m,i) é um H-grupo.

Demonstragdo. Para provar a proposicao, basta exibir as homotopias exigidas pela Defini-
¢ao 3.1. A continuidade das homotopias a seguir segue do Lema da Colagem [16, Teorema,
18.3], e para verificar que sdo realmente as homotopias desejadas, basta avaliar em ¢ = 0
et=1.

o Uma homotopia Hy: QY x I — QY entre idgy e m o (idgy X *) o A é dada por

a((1+1t)s), se0<s<1/(1+1),
*, se1/(1+t) <s<1

Hi(a,t)(s) = {

Note que definimos a homotopia exibindo uma lei para o lago H; (v, t). A homotopia
H{:idgy ~ mo (x X idgy ) o A é definida analogamente.

o Uma homotopia Hy: QY X QY x QY x I — QY entre mo(m xidgy ) e mo(idgy x m)
¢ dada por

a(ds/(1+1)), se 0 <s<(t+1)/4,
Hy(or, B,7,t)(s) =< B(4s — 1 — 1), se (t+1)/4<s<(t+2)/4
v((4s—t—=2)/(2—1)), se(t+2)/4<s<1.

o Uma homotopia Hz: QY x I — QY entre * e m o (idgy X i) o A é dada por

a(2ts), se 0 <s<1/2,
a(2t(l —s)), sel/2<s<1

Hi(a,t)(s) = {

Uma homotopia Hj: x ~ mo (idgy X i) o A é definida analogamente. O
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As defini¢oes das homotopias acima poderiam ter sido simplificadas usando a seguinte
notacdo: dados oo € Y! e t, s € I, denotamos por ta e —« as funcdes continuas dadas por

ta(s) = a(ts)
(—=a)(s) = a(l = s)

para todo s € I. Em alguns casos, é 1til definir ta como acima, porém tomando ¢t > 1.
Nesse caso, basta considerar [0,1/t] C I como dominio de ta.

Definicao 3.15. Seja X um espaco. O cilindro reduzido X x I é o espago quociente

X x1I
{*}x['

X x I =

O cone reduzido C'X é o espaco quociente

X x1I
(X x{1Hu({*} xI)

A inclusao de X em CX ¢ a aplicagdo i: X — CX dada por i(a) = (a,0).
A suspensao reduzida XX é o espaco quociente

CX =

X x1
(X x {0,1}) U ({*} x I)

VX =

Dada uma aplicacao f: X — X', denotamos por Xf: ¥ X — Y X' a aplicacdo dada
por X f(a,t) = (f(a),t).

Note que X x I, C'X e XX sdo obtidos como quocientes sucessivos de X x I, pois
temos X X I = X x [/{x} xI, CX = X x [/X x {1} e ¥X = CX/X x {0} =
(X x I/X x {1})/X x {0}, como na figura a seguir.

Figura 3.1: Construcao do cone e da suspensao a partir do cilindro

=P

Fonte: Elaborado pelo autor

A importancia das suspensdes se torna mais evidente ao notar que 5" ~ S"!(uma
prova desse fato pode ser encontrada em [1, Proposi¢ao 2.3.9]). Desse modo, as esferas
sdo suspensoes sucessivas de S°, isto é, de um espaco discreto com dois elementos, e
podemos pensar nas suspensoes como uma generalizacdo das esferas. Além disso, elas
sao protagonistas de teoremas importantes, como o Teorema da Suspensao Freudenthal
[10, Corolério 4.24], que diz que, dados um CW-complexo X conexo por caminhos e um
inteiro n > 1, se m;(X) = 0 para todo ¢ < n, entdo ha isomorfismo m;(X) — ;11 (XX)
para i < 2n — 1 e hd um epimorfismo 7o, _1(X) — m,(XX).

Uma defini¢do alternativa da suspensao é sugerida na proposicao a seguir:
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Proposicao 3.16. A suspensdo X de um espaco X é homeomorfa ao smash X A St.
Demonstragio. Por definicio, XX = X x I/((X x {0,1}) U ({*} x I)), isto é, XX =
X x I/~y onde ~y é dada por

(I,O) ~% (*70) ~x (*7t) ~y (*7 1) ~ (SL’, 1)7

paratodor € X et € I.

Tomando S* = /{0, 1}, podemos considerar também X x S como o espago quociente
X x I/~ onde ~ é dada por (z,0) ~ (z,1) para todo z € X. Assim, o quociente
X ASt= X x S1/X v 8! pode ser considerado como X x [/~, onde ~, é dada por
(2,0) ~p (2,1), (2,0) ~p (%,0) (pois 0 = *;) e (x,t) ~n (x,0), isto é, ~, é dada por

<I70) ~A (*70) ~A (*7t) ~A (*7 1) ~A (l’, 1)7
para todo z € X et € I. Logo, ~x coincide com ~, e temos XX ~ X A St O

Proposicao 3.17. Dado um espaco X, considere c: XX — XX V XX a aplicacao dada
por

= ) e, 26),%) se0<t<1/2
cla,t) = (*,(a,2t — 1)) sel/2<t<1

ej: XX — XX a aplicagdo dada por
jla,t) = {a,1 —t),
para todo (a,t) € XX. Entio (XX, ¢, j) é um co-H-grupo.

Demonstragao. Para provar a proposicao, basta exibir as homotopias exigidas pela De-
finicdo 3.7. A continuidade das homotopias a seguir seguem do Lema da Colagem [16,
Teorema 18.3|, e para verificar que sdo realmente as homotopias desejadas, basta avaliar
emt=0et=1.

e Uma homotopia Hy: XX x I — ¥X entre idgy e V o (idgy V *) o ¢ é dada por

Hi((a,s),t) = {<a’ (I+t)s), se0<s<1/(1+1),

*, se1/(14+t) <s<1.

A homotopia H]: idgx ~ V o (¥ Vidgx) o ¢ é definida analogamente.

o Uma homotopia Hy: XX X I - XX VYX VXX entre (¢Vidgyx)oce (idgy Ve)o
é dada por

({a,4s/(1+1)),*, %), se 0 <s<(t+1)/4,
Hsy({a,s),t) =< (*,{(a, B(4s — 1 — 1)), %), se (t+1)/4<s<(t+2)/4,
(%,%,(a,(4s =t —2)/(2—1))), se (t+2)/4<s<1.

e Uma homotopia H3: XX x I — XX entre x e Vo (idsx Vi) o ¢ é dada por

(a,2ts), se 0 <s<1/2,
(a,2t(1 —s)), sel/2<s<1.

Hs({a,s),t) = {

Uma homotopia Hj: Vo (i Vidyx) o ¢ é definida analogamente. O
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Finalmente, definimos os grupos de homotopia de um espaco X:

Definigao 3.18. Dados X um espago e n > 0 um inteiro, o grupo [S™, X| = [£S" ! X]
serd denotado por 7,(X) e serd chamado n-ésimo grupo de homotopia de X. Também,
denotaremos por my(X) o conjunto [S°, X].

A partir dos grupos de homotopia, temos uma forma ttil de relacionar dois espacos:

Definicao 3.19. Dizemos que uma aplicagdo f: X — Y é uma n-equivaléncia se a
induzida f.: m;(X) — m(Y) é bijetora para 0 < i < n e sobrejetora para i = n. Dizemos
que f é uma equivaléncia fraca se f.: m;(X) — m;(Y) é bijetora para todo i > 0.

Se f: X — Y é uma equivaléncia de homotopia, com inversa homotopica g: ¥ —
X, prova-se facilmente que g.: m,(Y) — m,(X) ¢ inversa de f.: m,(X) — m,(Y) para
cada n > 0, portanto, f é equivaléncia fraca. No entanto, como o nome sugere, uma
equivaléncia fraca nao é necessariamente uma equivaléncia de homotopia. Porém, no caso
dos CW-complexos, o teorema a seguir, provado em [21, Teorema 1], nos diz que essa
reciproca vale.

Teorema 3.20 (Whitehead). Sejam X e Y CW-complexos conexos por caminhos e
f: X =Y uma aplicagcao. Se f é uma equivaléncia fraca entdo f é uma equivaléncia de
homotopia.

Uma demonstracao completa desse teorema exige que trabalhemos com a estrutura
dos CW-complexos diretamente. Para evitar isso, utilizaremos o lema a seguir (ver [1,
Lemas 2.4.5 e 4.5.7]).

Lema 3.21. Sejam B e Y espagos quaisquer, e: B — Y uma equivaléncia fraca e (X, A)
um par CW. Tome j: A — X a inclusdo e suponha que existam f: X -Y eg: A— B
tais que e o g >~ f o 7, para alguma homotopia L: A x I — 'Y, de modo que o quadrado
a sequir comuta a menos de homotopia:

|

X /

Sy

—

g
g "
// e
.
p
.

<

—

!

Entao, existem uma extensio g: X — B de g e uma extensdo F: X x I —Y de L
tais que eo g ~p f.

A partir desse lema, provamos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 3.22. See: B — Y é uma equivaléncia fraca, entao a sua induzida e, : [X, B] —
[X,Y] € uma bijecio para todo CW-complexo X .

Demonstragdo. Primeiro, provemos que e, é sobrejetora. Para isso, tome [f] € [X,Y]
arbitraria, A = {x} C X, g: A — B a aplicagdo constante e j: A — X a inclusdo
(que, nesse caso, também é uma aplicacdo constante). Observe no diagrama abaixo que
eog =* = foj e, assim, temos pelo lema anterior que existe §: X — B tal que eog ~ f,
isto é, e,[g] = [f]. Isso mostra que e, é sobrejetora.

i1

X Y

V)
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Agora, provemos que e, é injetora. Para isso, tome [go|, [91] € [X, B] tais que e.[go] =
e.lg1] e provemos que [go] = [g1]. Como e[go] = e.[g1], temos que existe uma homotopia
F: X x1I — Btal que eogy~peogy. Denote A" = (X x {0,1}) U ({*} x I) e defina
G: A" — B por

G(x,0) = go(z), G(x,t) = *, G(x,1) = gi(2),
para todo x € X et € I. Como
F(z,0) =eo go(x), F(x,t) = * = e(x), F(z,1) =e€o0gi(x),

para todo x € X et € I, temos que Foj =eo(G, onde j': A — X x I é a inclusdo.
Assim, considerando o par CW (X x I, A’), temos pelo lema anterior que existe uma
aplicacao G: X x I — B tal que G|4 = G, conforme o diagrama abaixo.

A% . p

5
'IJ/ G /// J/
J e €

XxI -Foy

Como

G(z,0) = G(z,0) = go(x), G(x,1t) =G(x,t) =%,  G(z,1)=G(z,1) = g1(x),

para todo z € X e t € I, temos que G é homotopia entre gy e g, e concluimos [go] = [g1],
como desejado. O]

Finalmente, provamos o Teorema de Whitehead (ver p. 33):

Demonstragcio do Teorema 3.20. Ja comentamos que se f: X — Y é equivaléncia de
homotopia, entao f é equivaléncia fraca. Por outro lado, se f é equivaléncia fraca, a
proposigao anterior nos diz que a induzida f,: [Z, X] — [Z,Y] é bijecao para todo CW-
complexo Z. Em particular, tomando Z = Y, temos que [idy] € [Y,Y] = Im(f,), e
concluimos que existe [g] € [Y, X] tal que f.[g] = [idy], isto é, f o g ~idy.

Agora, considere Z = X. Como fogo f~idy o f = foidy, temos que f.[go f]
f«[idx]. Além disso, como f.: [X, X] — [X,Y] é injetora, temos [g o f] = [idx], isto

[N

go f ~idx.
Isso prova que a aplicagdo g é inversa homotépica de f e, portanto, f é equivaléncia
de homotopia. O

Na demonstracao da proposigao a seguir, utilizaremos [17, Teorema 5.12]. Esse resul-
tado exige que consideremos, para cada espaco X, o seu espago compactamente gerado
associado, denotado k(X), que é igual a X como conjunto, porém possui uma topologia
(possivelmente) diferente. No entanto, nao faremos distingao entre X e k(X).

Isso nao nos tras problemas, pois como cada espaco X tem o tipo de homotopia de um
CW-complexo X' e os CW-complexos sdo compactamente gerados segundo [20, p. 50],
temos que X ~ X' = k(X’). Assim, temos que os grupos [X,QY], [k(X"), Qk(Y")],
[E(X"), k((2k(Y"))")] sdo todos isomorfos (andlogo para [XX,Y]). Portanto, na demons-
tragao da proposicao a seguir, podemos assumir que cada espago X denota o CW-complexo
X'

Proposicao 3.23. Sejam X e Y espagos. Os grupos [ X, QY] e [XX,Y] sdo isomorfos.
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Demonstragao. Defina uma aplicacao x do espaco das aplicagoes XX — Y no espaco das
aplicagoes X — QY por

w()(@) (@) = f{z,1).
para cada f: XX =Y, ze Xetel.

Considerando XX = X A S' e QY como o espaco de aplicacdes S* — Y, k é o
homeomorfismo dado em [17, Teorema 5.12].

Queremos agora definir uma induzida s.: [EX,Y] — [X, QY] por s.([f]) = [&(f)]
Para isso, devemos provar que se [f] = [g], isto é, se existe uma homotopia H: ¥ X xI — Y
de f em g, entdo [k(f)] = [k(g)], isto é, k(f) e k(g) sao homotdpicas.

Denote por h;: ¥.X — Y as aplicagoes dadas por hy(x) = H(x,t). Definiremos a
homotopia desejada entre k(f) e k(g) com a associagao

(x,t) = (z,h) = (x, k(hy)) — K(he) ().

A continuidade da primeira e da terceira setas ja foi justificada na Se¢ao 2.2. A conti-
nuidade da segunda seta segue da continuidade de k. A verificagao de que essa associagao
determina uma homotopia de x(f) em k(g) é direta.

Para provar que k, ¢ bijetora, definimos (k7!), a partir de k™! de modo andlogo ao
feito com k, e verificamos facilmente que (k7!), = kL.

Por fim, resta provar que k, ¢ homomorfismo. Para isso, tome f,g: XX — Y arbitra-

rias. Por um lado, temos:

r(f +9)(2)(t)

(k(Vo(fVg)oo))(@)(t)=(Vol(fVg)oc)a,i)
Vol (fVg({z,2t),x*), se 0 <t <1/2,
Vol(fVg(x(x,2t—1)), sel/2<t<1,

flz,2t), se 0 <t<1/2
g{x,2t — 1), sel/2<t<1.

Por outro lado, temos:

(r(f) + r(9)(@)(1)

||
3
(@]

X

=
X
X

(9)) 0 A)(x)(t) = m(k(f)(x), £(g)(x))(t)

) R()(@)(2), se 0 <t<1/2,
k() (@)2t—1), sel/2<t<1,
flz,2t), se 0 <t<1/2

B {g(x,2t— 1), sel/2<t<1.

Logo, k(f + g) = &(f) + k(g) e, consequentemente, r.([f] + [g]) = r.([f]) + £:([g]),
isto é, Kk, ¢ homomorfismo de grupos. O

Definigao 3.24. Os isomorfismos «, e x, ' da proposi¢do anterior sdo chamados isomor-
fismos adjoint.

Os isomorfismos adjoint sao tteis no célculo de grupos de homotopia 7,(€2Y’), onde
temos

m(QY) =[S, QY] = [BS", Y] = [S™, Y] = mir (V).

Note que, na proposicao a seguir, usamos a mesma notacao para diferentes isomorfis-
mos adjoint.
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Proposicao 3.25. Dadas f: X' — X, g: Y =Y e h: XX — Y aplicacoes, temos:
e k(h)of=r(hoXf),
o [rok, =k, 0 (Bf)",
« (Qg)or(h) =r(goh),

° (Qg)* O Ry = Ry O Gx-

Demonstragao. Basta notar, em cada item, que as aplicagoes sao iguais ponto a ponto.

Assim, temos que os diagramas a seguir comutam:

N

2x,v] 25 mx Y] EX,Y] —2 [2X,Y]
x,v] L [(x',Qv] X, v] 29 x, Qv
Corolario 3.26. Se
X, fi X, fo X,

¢ uma sequéncia coexata,

Zh

vx, I, >/

22X, 21X

também é.
Demonstracio. Sabemos que para qualquer espago Z, a sequéncia

f3 f1

— [X3, 7] —— [ Xy, Z] —— [X4, 7]

¢ exata. Em particular,
— [X5,Q7] —— [X,, Q7] —— [X;1,Q7]

é exata e, pela proposi¢ao anterior, temos que o diagrama a seguir comuta:

s [2X5, 2] B2 mx,, 20 BN (nx,, 7]
| N | N |
s [X5,Q2) 5 (X, Q2] s [X,, Q7]

O

Assim, {k.: [2X;, Z] — [X;,QZ]} é uma aplicacdo de sequéncias. Como cada k.

possui inversa x, !, temos pela Proposicao 2.13 que

(Zf)” (Ef)”

— X5, 7] — [BX,, 7] /= [¥X41,7]

; z ,
é exata e, portanto, XX; —— XX, BRI ¥ X3 —— .-+ é coexata.
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Corolario 3.27. Se

¢ uma sequéncia exata,

Qfs Qfa2

¢ QXg QXQ QXl

também é.

Demonstragcao. Sabemos que para qualquer espago Z, a sequéncia
— 2, X5] == [Z. X5] —— [Z,X]]
é exata. Em particular,

s [B7, X P (92, X0 2 (92, X))

¢ exata e, pela proposi¢ao anterior, temos que o diagrama a seguir comuta:

22X B 3z, x] s 27, X
— s 1z,0x) U 1z 0x,) W 12 0x)

Assim, {k.: [2Z,X;] — [Z,QX;]} é uma aplicagdo de sequéncias. Como cada K,
possui inversa k!, temos pela Proposicao 2.13 que

Qf3 (sz

—— [z.0xy) U (z,0x) O (z,0x)

é exata e, portanto,

- QXg % QXQ ik QXl

é exata. 0






4 Cofibracoes e Fibracoes

A propriedade de extensao de homotopia, definida no Capitulo 2, nos permite obter
novas homotopias a partir de uma ja conhecida. Naturalmente, isso a torna muito impor-
tante em Teoria de Homotopia. Nesse capitulo, discutimos as cofibragoes, que generalizam
essa propriedade e, consequentemente, herdam sua relevancia. Apresentamos também as
fibragoes, que dualizam as cofibracoes e tém utilidade semelhante.

4.1 Cofibracoes

Definicao 4.1. Uma aplicagao f: A — X é uma cofibrag¢io quando dados um espaco 7,
uma aplicagdo h: X — Z e uma homotopia ¢;: A — Z tais que ho f = g, existe uma
homotopia h;: X — Z tal que hg = h e hyo f = g, para todo t € I.

A

onde g é a projecao, é também chamada cofibracao.

Lembre que, quando conveniente, se Q) ~ X/f(A) consideramos Q = X/f(A). Nesse
caso, se h: X/f(A) — @Q é um homeomorfismo, dizemos que a sequéncia

AL x 0

é uma cofibracao.

A propriedade da extensao de homotopia em um par pode ser redefinida usando co-
fibragdo. Um par de espagos (X, A), com A C X, tem a propriedade da extensdo de
homotopia se a inclusao i: A < X é uma cofibragdo. Assim, a Proposi¢ao 2.3 nos diz
que a inclusao i: A < X de um subcomplexo A em um CW-complexo X é um exemplo
de cofibracao.

O resultado a seguir nos da outro exemplo importante de cofibragao.

Proposicao 4.2. Para todo espago A, a inclusao i: A — C A € uma cofibragdo.

39
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Demonstragcdo. Sejam Z um espaco, ¢g;: A — Z uma homotopia e h: CA — Z uma
aplicagao tal que h oi = gg. Queremos definir uma homotopia h;: CA — Z tal que
ho=he h;oi= g, paratodot € I.

Para isso, sera ttil definir uma aplicagao r: I x I — ({0,1} x I) U (I x {0}) por

0,24+ (2—1)/(2s — 1)), se s < t/4,
r(s,t) =4q(1/2+ (2s—1)/(2—1),0), set/4<s<1—t/4,
(1,2—(2—-1)/(2s—1)), sel—t/4<s.

Figura 4.1: Construcao da aplicagao r
(1/2,2)
L]

Fonte:Elaborado pelo autor

Agora, defina H”: A x (({0,1} x I) U (I x {0})) — Z por

H"(a,0,t) = g(a), H"(a,s,0) = h{a, s), H"(a,1,t) = *.

A verificagdo de que r e H” foram bem definidas é direta e a continuidade segue do
Lema da Colagem [16, Teorema 18.3]. Utilizando r e H”, definimos H': Ax [ x [ — Z
por H'(a,s,t) = H"(a,r(s,t)).

Por fim, como H'(Ax {1} x I) = %, temos que H' induz uma homotopia H: CAx [ —
Z. Como H(i(a),t) = H({a,0),t) = gatr2-t)/(—1)(a) = gi(a), temos que H determina a
homotopia h; desejada. O]

Um exemplo mais simples de cofibragao é a inclusao i: {*} < X do ponto base em um
espago qualquer. Para justificar esse fato, tome h: X — Z uma aplicagdo e ¢;: {x} = Z
uma homotopia com go(*) = h(i(x)). Como g; s6 pode ser a aplicagdo constante, basta
definir hy = h para todo t € I para obter uma homotopia tal que hi(i(*)) = % = g;(*).
Essa justificativa nao seria possivel se permitissemos que ¢; fosse uma homotopia livre,
como fazemos na definicdo a seguir:

Definigao 4.3. Uma fungao continua f: A — X é uma cofibracao livre quando dados um
espaco topologico arbitrario Z, uma funcao continua h: X — Z e uma homotopia livre
g A — Z tais que ho f = gg, existe uma homotopia livre h;: X — Z tal que hg = h e
hio f = g; para todo t € I.
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Essa ¢, na verdade, a definicao usual de cofibragao na categoria dos espagos topolégicos
(ndo necessariamente baseados). Adicionamos a palavra “livre” apenas para nao precisar
chamar de “cofibracao baseada” as cofibragoes que utilizamos com mais frequéncia nesse
texto. Novamente, a Proposi¢ao 2.3 nos diz que a inclusao i: A — X de um subcomplexo
A em um CW-complexo X é um exemplo de cofibracao livre. Em particular, a inclusao
{*} — X é uma cofibragdo livre para todo CW-complexo baseado X. Um nome para
essa propriedade é dado a seguir:

Definicao 4.4. Dizemos que um espacgo topoldgico baseado X tem ponto base nao dege-
nerado quando a inclusdo {*} < X é uma cofibragao livre.

A partir daqui, vamos assumir que todos os espacos tenham ponto base nao dege-
nerado. Essa propriedade é bastante util, porém nao restringe tanto os espacos com os
quais podemos trabalhar, visto que ja estamos assumindo que todo espaco tem o tipo de
homotopia de um CW-complexo e, portanto, tem o tipo de homotopia de um espago com
ponto base nao degenerado.

A proposigao a seguir pode ser encontrada em [18, Proposi¢ao 5.24].

Proposicao 4.5. Se A — X e B — Y sao cofibracoes livres, entdo
(AXY)U(X xB)—= X xY
também é uma cofibracao livre.
Lembrando que X VY = (X x {x}) U ({x} x Y, obtemos o seguinte corolério:

Corolario 4.6. Para quaisquer espagcos X e Y, a inclusio j: X VY — X xY ¢é uma
cofibracao.

Isso nos da uma consequéncia interessante para os H-espagos.

Corolario 4.7. Um espaco X ¢ um H-espaco se, e somente se, existe uma aplicacdo
m: X XX — X tal quemoj=V,ondej: XVX — X XX ¢éa inclusdo.

Demonstragdo. Suponha que X é um H-espago com multiplicacao m’: X x X — X. Pela
Proposicao 3.4, existe uma homotopia ¢;: X VX — X com gy =m'oj e g; = V. Como
j € cofibragao, existe uma homotopia h;: X x X — X tal que hyoj = g, paratodo t € I.
Em particular, denotando m = hy, temos que mo j = g; = V.

XVX

Por outro lado, se existe m tal que m o j = V, temos em particular que moj ~ V e
o resultado segue, novamente, da Proposicao 3.4. O

Os exemplos de cofibragoes dados até agora foram de inclusdes. O resultado a seguir
nos diz que, a menos de homeomorfismo, esse é sempre o caso.

Proposigao 4.8. Toda cofibra¢io f: A — X, ao restringir o contradominio, é um home-
omorfismo entre A e sua imagem f(A).
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Demonstragcio. Como C'A ~ %, temos que a inclusao i: A — C'A é homotdpica a aplicacao
constante x4: A — CA, isto é, existe uma homotopia ¢g;: A — C'A de x4 em 1.

1

* X
X —=CA
hi
Denotando por f': A — f(A), hy: f(A) — hi(f(A)) = i(A) ei': A — i(A) as
restrigoes de dominio e contradominio de f, h; e i respectivamente, temos h} o f' = 7'.
Como 7" é um homeomorfismo, temos que f’ é injetora. Como f’ claramente também
é sobrejetora, temos que f’ é bijetora e, portanto, possui funcdo inversa (nao necessa-
riamente continua). Por fim, como ¢’ é homeomorfismo, temos que h} o f' = i’ implica
"L o Rl o f =ida, isto é, P! o b} é a inversa de f’. Como i'~! o b} é uma aplicacio
(continua), concluimos que f’ é um homeomorfismo. O

Assim, toda cofibracdo f: A — X pode também ser pensada como uma inclusao do
espago A ~ f(A) no espaco X. Por isso, a homotopia h; da defini¢do de cofibragao
também pode ser pensada como uma extensao da homotopia g;.

Proposicao 4.9. Se A Ix 4 X/f(A) é uma cofibra¢io e A é contrdtil, entio q é uma
equivaléncia de homotopia.

Demonstrag¢io. Como A é contratil, existe uma homotopia ¢g;: A — A com gy = idg
e g1 = *. Assim, temos que f ~y,4 * e, como f é cofibragao, temos que existe uma
homotopia h;: X — X com hg =idx e hyo f = fog;. Em particular, hyo f = fog; = x,
isto é, hy(f(A)) = *.

N

f

—

Xoj]t
idx

X

1

Logo, hy induz h}: X/A — X tal que

hioq:hlﬁhozidx.

Por outro lado, como hyo f = fog;, temos que hy(f(A)) = f(g:(A)) C f(A) e podemos
definir uma homotopia h;: X/f(A) — X/f(A) por hy(z) = (hy(x)). Note que ho(z) =
(ho(z)) = (z), isto &, hy = idx/a. Além disso, hz) = (hi(z)) = (W (x)) = q(W(z)),
isto &, hy = gohy. Logo, idx/a ~j, qohf, e concluimos que g é equivaléncia de homotopia,
com inversa homotdpica h]. ]

Definicao 4.10. Seja f: X — Y uma aplicacao. O mapping cylinder de f, denotado
por My, é o espago quociente ((X x I)VY)/~, onde a relacdo ~ é dada por ((x,0),*) ~
(%, f(x)), para todo z € X.

Proposigao 4.11. Seja f: X — Y uma aplicagio. Tome '+ X — My e f": My - Y
as aplicagoes dadas por f'(x) = ((x,1),x), f"({x,t),*) = f(z) e f"(x,y) =y. Entdo:

Lf=fof,
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2. f' € cofibracao,
3. " € equivaléncia de homotopia.

Demonstragio. Para provar o item 1, basta verificar que "o f'(z) = f"{{z,1),*) = f(x)
para todo x € X.

Para provar o item 2, tome h: M; — Z uma aplicacao e g,: X — Z uma homotopia
tal que ho f' = go. Queremos provar que existe uma homotopia h,: My — Z tal que
hi o f' = g; para todo t € I.

X

! 7
L™

Mf ,,,h,t,,> Z

Defina H”: X x (({0,1} x I) U (I x {0})) = Z por
H"(z,0,t) = h{x, f(2)), H"(z,5,0) = h{{z, s), *), H"(z,1,t) = g4(2).

A verificacao de que H” foi bem definida é direta e a continuidade segue do Lema da
Colagem [16, Teorema 18.3]. Utilizando H” e r: I x I — ({0,1} x I)U (I x {0}) dada na
prova da Proposigao 4.2, definimos H': X x I x I — Z por H'(x,s,t) = H"(z,r(s,t)).

Como H'({#} x I x I) = x e H'(x,0,t) = h(x, f(x)) = h{{x,0), ), podemos definir
H: My x 1 — Z por

H(<<$,S>,*>,t) ZH/(ZE,S,t)7 H((*ay>7t):h<y>

e verifica-se facilmente que H determina a homotopia h; desejada.

Finalmente, para provar o item 3, defina j: Y — My por j(y) = (x,y), para todo y €
Y. Entao f"oj(y) = f"(*x,y) =y, isto é, f"oj =idy. Por outro lado, jo f"(x,y) = (x,y)
e jo f'{{x,t),*) = (*, f(z)). Definimos a homotopia desejada G: j o f” ~idy por

G(<*>y>73) = <*ay>v G<<<$7t>’ *),S) = <<$’t5>v *> O

4.2 Fibracoes

Definicao 4.12. Uma aplicacao p: £ — B é uma fibracao quando dados um espago W,
uma aplicagdo h: W — E e uma homotopia g;: W — B tais que p o h = gp, existe uma
homotopia hy;: W — E com hg =h e poh; = g, para todo t € I.

E

he 7
2
e h

O espago F' = p~!({*}) é chamado fibra de p e a sequéncia

F*+vgp-?".B

onde ¢ é a inclusao, é também chamada fibragao.
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A interpretagao das cofibragdes como inclusoes i: A — X, onde vale a propriedade de
extensao de homotopia no par (X, A) pode ser dualizada. Dadas p: £ — Beg: W — B
aplicagoes, um levantamento de g é uma aplicacao h: W — E tal que po h = g. Nesse
contexto, a homotopia h; na definicio acima também ¢é chamada de levantamento da
homotopia g;. Desse modo, podemos dizer que p: F — B é uma fibragao se, para toda
homotopia ¢;: W — B para qual existe um levantamento h: W — FE de gy, também
existir um levantamento de homotopia h;: W — E de g;.

Exemplo 4.13. Os recobrimentos S™ — RP" S?"t1 — CP" e S*+3 — HP", que
fornecem os espacos projetivos, sao exemplos de fibracoes, cujas fibras sdao SY, S e 3,
respectivamente. Se n = 1, usando as identificagoes (ver [1, Lema 3.4.4]) RP! ~ S,
CP!' =~ S% e HP! =~ S*, obtemos as fibracdes com fibra, espaco total e espaco base sendo
esferas, a saber, as chamadas fibragoes de Hopf

S8t 56t St §d 5% 8§35 8T 5t
Mais exemplos de fibragdes (em particular, fibrados) podem ser encontrados em [1, Se-
cao 3.4].
Proposicao 4.14. Para todo espaco B, a aplicacao avaliacio p: PB — B, dada por
p(v) =v(1), é uma fibragdo.

Demonstragdo. Sejam h: W — PB uma aplicagdo e g;: W — B uma homotopia com
go = p o h. Queremos definir uma homotopia h;: W — PB tal que po h; = g;.

Para isso, defina h': W x I — B por h'(w,t) = h(w)(t) e H: W x (({0,1} x I) U (I x
{0})) — B por

H'(w,s,0) =h(w,s), H'(w,0,t) = x, H'(w,1,t) = g(w).

A verificacao de que H’ foi bem definida é direta e a continuidade segue do Lema da
Colagem [16, Teorema 18.3]. Agora, podemos definir H: W x I x I — B por

H(w, s, t) = H'(w,r(s,t)),

onde r: I x I — ({0,1} x I) U (I x {0}) é a mesma aplicacio da demonstracdo da
Proposigao 4.2. Por fim, obtemos a homotopia h; desejada definindo hy(w)(s) = H(w, s, t).
]

Proposicao 4.15. Se F —— E —"— B ¢ uma fibracio ¢ B ¢ contrdtil, entio i ¢
equivaléncia de homotopia.

Demonstracio. Como B é contrétil, existe uma homotopia g;: B — B com gy = idg e
g1 = *. Assim, temos que p ~., * €, como p é uma fibracao, temos que existe uma
homotopia h;: E — E com hg =idg e po hy = g; o p. Em particular, po hy = g o p = %,
isto é, hy(E) C F.

E

ht
J”
DY

F—— B

gtop

Logo, podemos restringir o contradominio de hy e obter h}: E — F tal que

ZOh&:hlﬁhgzldE
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Por outro lado, como p o hy = g; o p, temos que p(h(F)) = g,(p(F) :
hi(F) C F e podemos definir uma homotopia hy: F' — F por hy(z) = hy(x) = hy(i(z)).
Note que hg = ho(x) = x, isto é, hg = idp. Além disso, hy(x) = hy(x) = B, (i(z)), isto 6,
hy = h} oi. Logo, idp ~j, hj o, e concluimos que ¢ é equivaléncia de homotopia, com
inversa homotépica h. O

Defini¢ao 4.16. Seja f: X — Y uma aplicagao. O mapping path, denotado por Py, é o
subespaco de X x Y dado por

Py ={(z,a) € X x Y| a(1) = f(z)}.

Proposigao 4.17. Sejam f: X — Y uma aplicacio. Tome f': X — Py e f': Pf =Y
as aplicagoes dadas por f'(x) = (x,7:), onde vy, € dada por ~,(t) = f(x) para todo t € I,
e f"(x,v) =~(0). Entao:

L f=f"of,
2. " € fibracao,
3. f" € equivaléncia de homotopia.

Demonstragio. Para provar o item 1, basta verificar que "o f'(x) = f"(z,7.) = 7.(0) =
f(z) para todo x € X.

Para provar o item 2, tome h: W — P; uma aplicacao e g;: W — Y uma homotopia
tal que f” o h = go. Queremos provar que existe uma homotopia h;: W — Py tal que
f" ohy = g; para todo t € I.

Py

he -
/,’ J{f//
e h

Para isso, defina h': W x I — Y por h'(w,t) = h(w)(t) e H: W x (({0,1} x I) U (I X
{0})) = Y por

H'(w,s,0) = h(w,s), H' (w,0,t) = f"(h(w)), H' (w,1,t) = g¢(w).

A verificacao de que H’ foi bem definida é direta e a continuidade segue do Lema da
Colagem [16, Teorema 18.3]. Agora, podemos definir H: W x I x I — B por

H(w,s,t) = H'(w,r(s,t)),

onde r: I x I — ({0,1} x I) U (I x {0}) é a mesma aplicacdo da demonstracdo da
Proposigao 4.2. Por fim, obtemos a homotopia h; desejada definindo hy(w)(s) = H(w, s,t).

Por fim, para provar o item 3, defina p: Py — X por p(x,~) = « para todo (z,v) € Ps.
Entao po f'(z) = p(z,v,) = x, isto é, po f' =idx. Por outro lado, f’ o p(x,v) = (z,7.).
Para cada v € Y! e s € I, denote por 7, o caminho dado por 7,(t) = v(1 — (1 — t)s).
Claramente, a associagdo (7v,$) — Js € continua. Assim, podemos definir a homotopia
G: Py x I — Py por

G(xvf}/a 3) = (.T,:}/S).
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Para mostrar que G' é homotopia de f’ o p em idp,, basta notar que, para todo t € I,
Fo(t) = (1) = F(x), isto & o = 1, € 31 (t) = 3(1 = 1+F) = A1), isto &, 51 = (t). Assim,

G(:L‘,’}/,O) = (ZE,’}/x) = f, Op(xﬁ)
G(SC,”}/, 1) = (xvfy) = idpf(]},’)/)

para todo (x,7) € Pj. O



5 Pushouts e Pullbacks

Diagramas comutativos, além de conterem informacoes uteis, nos dao uma forma in-
tuitiva e pratica de interpretar essas informacoes. Por isso, obter diagramas com essa
propriedade é sempre desejavel. Isso justifica imediatamente a relevancia dos pushouts e
pullbacks, que sao diagramas comutativos que obtemos a partir de duas aplicagoes quais-
quer, desde que elas tenham mesmo dominio ou contradominio. A partir deles, definiremos
os mapping cones e os homotopy fibers, espacos que estao intimamente ligados a fibrac¢oes
e cofibragoes, e darao sequéncia aos assuntos discutidos no capitulo anterior.

Definiremos também os homotopy pushouts, que nos fornecem diagramas que comu-
tam a menos de homotopia. Apresentaremos formas de relacionar dois homotopy pushouts
e definiremos o join X *x Y. Por fim, discutimos brevemente os homotopy pullbacks, que
dualizam os homotopy pushouts.

5.1 Pushout e Mapping Cone

Definicao 5.1. Dadas duas aplicagoes f: A — X e g: A — Y, um pushout de f e g é
um espaco P tal que:

(i) existem aplicagoes u: X — P e v: Y — P satisfazendo uo f =wvog,

(ii) para todo espago Z e aplicagdes r: X — Z,s: Y — Z com ro f = so g, existe uma
Unica aplicagao t: P — Z tal que tou =r e tov = s, de modo que o diagrama
abaixo comuta:

AL

<

y Y
S

g

>~U<T><

A tripla (P, u,v) e o quadrado

também sao chamados pushout.
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E facil mostrar a partir do item (ii) que o pushout é tinico, a menos de homeomorfismo.
Provaremos a seguir que ele sempre existe.

Proposicao 5.2. Dadas duas aplicacoes f: A — X e g: A — Y, existe um pushout para
feg

Demonstrag¢io. Defina P = X VY /~, onde ~ é dada por (x,g(a)) ~ (f(a),*), para todo
a € A. Além disso, defina u = goi; e v = qoiy, onde qg: X VY — P é a aplicagao
quociente e i1: X — X VY eiy: Y — X VY sdo as inclusoes, isto é, i1 e iy sao dadas por
i1(x) = (z,%) eiz(y) = (%,y), para todo z € X ey € Y. Entdao P é um pushout de f e g.

De fato, é facil ver que uo f = v o g. Além disso, dados um espago Z e aplicagoes
r: X = Z,s:Y — Ztaisque ro f = sog, temos que Vo (rVs)(f(a),*) =r(f(a)) =
s(g(a)) =V o (rVs)(xg(a)). Assim, Vo (rV s) induz uma aplicacdo t: P — Z tal que
tou=retov=s.

Por fim, dada m: P — Z tal que mou =7 e mowv = s, temos que moqoi; = mou =
r=tou=togqgoi; e do mesmo modo, moqoiy =toqoiy. Assim, mog=toqe
concluimos m =t pois ¢ é sobrejetora. O

Proposicao 5.3. Seja

ALX

g Ju
Yy —~—= P

um quadrado pushout. Se g € cofibracdo, entdo u também é. Além disso, v induz homeo-
morfismo v' da cofibra de g na cofibra de u, de modo que o diagrama

A % X

*"J .
y —%* P

PJ/ q

Yy , P
oA T )

¢ comutativo, onde p e q sao as projecoes.

Demonstragio. Sejam h: P — Z uma aplicacdo e k;: X — Z uma homotopia tal que
h ou = kg, de modo que o diagrama a seguir comuta:

At x
1
g Z

Entao, hovog = houo f = kyo f e, como g é cofibragao, existe uma homotopia h}: Y — Z
tal que h} og = f ok, para todot € I.

Defina H: (XVY) x I — Z por H((x,y),t) = hi(y) e H((z,%),t) = k(). Se (x,%) =
(x,y) em P, entdo x = f(a) e y = g(a) para algum a € A e temos ki(z) = ki(f(a)) =

hi(g(a)) = hi(y). Assim, H induz uma homotopia H: P x I — Z e, considerando as
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aplicagoes h;: P — Z determinadas por H, temos que h; o u = k;, para todot € [ e
ho = h. Isso prova que u é cofibracao.

Como ¢(v(g(A))) = q(u(f(A))) C q(u(X)) = {*}, ¢
dada por v'(y) = (x,y). Note que, v op(y) = (x,y) = (v
isto é, U/Op:qO"U.

Por outro lado, tome w: X VY — Y a aplicagao dada por w(z, ) = * e w(*,y) = v.
Note que P/u(X) é o quociente (X VY)/~ onde ~ é dada por (z,%*) ~ * e (*,g(a)) ~
(f(a),*) ~ x, isto é, P/u(X) = (XVY)/(XVg(A)). Como pow(z,*) = * e pow(x,g(a)) =
p(g(a)) = %, temos que p o w induz uma aplicacdo w': P/u(X) — Y/g(A) dada por
w'(x,y) = (y) (e w'(x,*) = *). Verifica-se facilmente que w’ é inversa de v’ e, portanto,
v" é homeomorfismo. O

ov induz v': Y/g(A) = P/u(X),
(y)) = gov(y), para todo y € Y,

Definicao 5.4. Seja f: X — Y uma aplicagdo. O pushout de f e da inclusao i: X —
C X, ilustrado no diagrama abaixo, é chamado homotopy cofiber, ou mapping cone, de f,
e é denotado por CY.

X#Y

cX L) C f
Pela Proposicao 4.2, sabemos que

Xty 0X — %X

é uma cofibracao. Logo, pela Proposicao 5.3 que

Y —— Cf Y/Crr= XX
também ¢é uma cofibracao e, tendo em mente a Proposicao 4.8, podemos chamar a apli-
cacao u de inclusao de Y em Cf.
Pela Proposicao 5.2, podemos tomar o mapping cone de uma aplicagdo f: X — Y

como o espago quociente CX VY/~, onde ~ é dada por (*, f(a)) ~ (i(a),*) = ({(a,0), ).
Isso justifica 0 nome “mapping cone”.

Figura 5.1: Ilustracao do mapping cone da aplicacao f

EP .

Fonte:Elaborado pelo autor

Obtemos também que a inclusdo u: Y — Cf é dada por u(y) = (*,y).
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Podemos obter o mapping cone C a partir do mapping cylinder M; quocientando
os pontos (a,1) de M;. Como esses pontos sdo justamente a imagem da cofibracdo
f'+ X — M/ da Proposigao 4.11, temos Cy = My/f'(X), e obtemos a cofibragao

X%Mf%C’f,

que justifica o nome “homotopy cofiber”, pois podemos interpretar, a partir da Proposi-
cao 4.11, que Cy é a cofibra de uma aplicagao que difere de f apenas por uma equivaléncia
de homotopia. Outra justificativa é dada pela proposicao a seguir:

Proposicao 5.5. Seja X Ly2 Y/ f(X) uma cofibragao. Entao existe uma equivaléncia
de homotopia a: Cy — Y/ f(X). Além disso, se u € a inclusao, temos que a ou = p, de
modo que o diagrama abaixo comuta:

X Loy I vy(x)

| <

Cy

Demonstragao. Pela Proposicao 5.3, temos que v: CX — Cf é cofibracao e a inclusao
u: Y — Cfinduz um homeomorfismo u': Y/ f(X) = C;/v(CX), de modo que o diagrama
a seguir comuta:

X —' 40X
1| "
Y ———— Cf
| |
Y Cy

)T e

Como C'X ¢ contrétil, temos pela Proposicao 4.9 que ¢ ¢é equivaléncia de homotopia.
Entéo, para obter o resultado, basta definir & = /"' 0 g. O

Como a inclusao X VY — X x Y é cofibracao, como vimos no Corolario 4.6, temos
o corolario a seguir:

Corolario 5.6. Para quaisquer espagos X eY', o mapping cone C; da inclusao j: XVY —
X xY tem o mesmo tipo de homotopia do produto smash X NY = X xY/X VY.

Proposicao 5.7. Seja f: X — Y wuma aplicagio. Entao, uma aplicagdo g: Y — Z pode
ser estendida para Cy se, e somente se, go f ~ x.

Demonstragio. Considere o pushout
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Suponha primeiro que g pode ser estendida para CY, isto ¢, existe h: Cy — Z tal que
hou=g. Entao go f = houo f = howoi. Mas, como CX ~ %, temos que 7 >~ % e,
consequentemente, go f = howvoi ~ .

Agora, suponha que g o f ~p * para alguma homotopia F: X x I — Z. Como

FIX X {1H U} x 1)) = {+} e

X x1
CX = X

(X x {1} U ({*} x 1)

temos que F induz uma aplicagao F:CX — Z,com Foi(z) = F(x,0) = F(z,0) = gof(z)
para todo x € X, isto é Foi=go f.

X ——Y

NN

Com isso, temos pela definicao de pushout que existe uma aplicacao t: Cy — Z tal
que tou = g, isto é, t estende g. O

Corolario 5.8. Sejam f: X — Y wuma aplicagio e u:' Y — Cy a inclusdo. Entdao a
sequéncia

Xty s
€ coexata.

Demonstragio. Tome Z um espaco qualquer e considere as aplicacoes u*: [Cf, Z] — [Y, Z]
e f*: [Y,Z] — [X, Z]. Precisamos apenas provar que Im(u*) = Ker(f*). Para isso, note
que dado [g] € Im(u*), temos que [g] = [howu] para alguma h: C; — Z. Como claramente
h estende hou, temos (hou)o f ~ e, consequentemente, f*[g] = [gof] = [(hou)o f] = [%].
Portanto, [g] € Ker(f*) e Im(u*) C Ker(f*).

Por outro lado, dado [g] € Ker(f*), temos g o f ~ * e, consequentemente, existe
h: Cy — Z tal que hou = g, isto é, [g] = u*[h] € Im(u*). Portanto Ker(f*) C Im(u*) e
obtemos a igualdade desejada. O]

Corolario 5.9. Qualquer cofibracao

X oy o v/f(x)

é uma sequéncia coexala.

Demonstragao. Basta notar que, se a é a equivaléncia de homotopia da Proposicao 5.5,
o diagrama

Xty ¢

bk

X v "L yirx)

nos da uma equivaléncia de sequéncias. O resultado segue da Proposi¢ao 2.16. O
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Proposicao 5.10. Seja f: X — Y uma cofibracao. Considere os pushouts

x vy Y — ¢
R
CX —— Cf CYLCU

e as cofibragoes

Y~ O~ O Ju(Y) R EX e O —“s Cy —2s O/l (Cf) ~ 3.
Entao, aou' =p e (—=Xf)oa~p,
Y — Cf —— C,
NN

vx = vy

onde a € a equivaléncia de homotopia da Proposicao 5.5 ¢ =X f é dada por (=X f)(x,t) =
(f(z),1—1).

Demonstragio. Obtemos o’ = p diretamente da Proposigao 5.5. Para provar (—Xf) o
a =~ p', note primeiro que « é dada por a((y,s),*) = x e a(x,z) = (z), para todo
(y,s) € CY e z € Cy;. Em particular, se z = ((z,s),%) temos a(x,z) = (z,s) e se
z = (*,y), temos a(x,z) = *.

Defina H: C, x I — XY por

H({{y,8),%),t) = (y,s(1 — 1) + 1)
H({(x,2),t) = (f(x),t(1 — s)), se z = ({(x,s), *).

Note que para ({*,z),?), com z = (,y), temos (x,z) = (*,u(y)) = (j(y),*) = ((y,0),%)
e, portanto, H estd definida para esse caso também. A continuidade de H segue do Lema
da Colagem [16, Teorema 18.3] e concluimos que p’ ~p (=3 f) o o avaliando H em ¢ = 0
et=1. O

Corolario 5.11. Dada uma aplicacao f: X — Y, considere a inclusao u: Y — Cy e a
projecio p: Cy — Cy/u(Y) = £X. Entdo as sequéncias

x 1oy 0 —2onx vy

Xty tovx Hny
sao coexatas.

Demonstragio. As sequéncias

X f

Y 50 e Y s (O XX
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sdo coexatas pelos Coroléarios 5.8 e 5.9. Além disso, pela equivaléncia de sequéncias (ver
Proposigao 2.16)

bbb

c, o vx —=Losy

concluimos que, para todo espaco Z, a sequéncia
=y, 2] S X, 2] T [0, 2) s v, 2] L (X, 2
é exata e portanto a sequéncia

xtoyr.c0 vy sy

é coexata. Além disso, verifica-se facilmente que (=X f)* = —(Xf)* e, consequentemente,
temos Im((Xf)*) = Im((—2f)*). Logo,

RN

XY, Z] — ¥X,Z] — [Cy, Z] — |V, Z] — [X, Z]

é exata, e concluimos que

xtoyr.0 tivx Howy
¢é coexata. O]

Aplicando indutivamente o Coroléario 3.26 sobre a segunda sequéncia do corolario an-
terior, obtemos a sequéncia coexata da definicao a seguir:

Definigao 5.12. A sequéncia coexata

x—t oy o2 owx oy

nf

L XX sy E, yegy, 2P sty 25 L wedty

é chamada sequéncia coexata da aplicacao f. Dado um espaco Z, a sequéncia exata

— ey, ) menx, 2) B sy, 2] O sy 2] s
vz s mx ) (07— v 2] L X, 7

é chamada sequéncia de Puppe, ou sequéncia de Barratt—Puppe.

Se A —— X —15 @ éuma cofibracio c a: C; — Q é a equivaléncia de homotopia
da Proposigao 5.5, com inversa homotdpica o/, temos que o diagrama

A—5 X 1 ¢ —25 A =5 BX

O

A, x 1,0 54 Y, vy

poc

nos d4 uma equivaléncia de sequéncias e, pela Proposicao 2.16, obtemos a defini¢do a
seguir:
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Definicido 5.13. Se A ——+ X —%+ @ ¢é uma cofibracio e Z é um espaco qualquer,
a sequéncia exata

(E"0)” (E"q)"

e O e B e o R D &
X — mA iz Y 0,7 - X, 2] s [A, 7]

é chamada sequéncia exata da cofibragao i, e a aplicagdo 0 = po o, onde o/: Q — C; é
equivaléncia de homotopia, é chamada aplicacio conectante da cofibracao 1.

5.2 Homotopy Pushout

Nessa se¢ao, discutiremos um conceito similar ao do pushout, mas com a igualdade
uo f =wvo g substituida por uma homotopia.

Definicao 5.14. Dadas duas aplicagdes f: A — X e g: A — Y, o homotopy pushout
padrao, ou mapping cylinder duplo, de f e g é o espaco O = (X V(A I)VY)/~, onde a
relagdo ~ é dada por (x, {a,0),*) ~ (f(a),*,*) e (*,(a,1),%) ~ (x,%,g(a)). Seu: X — O
ev: Y — O sao dadas por u(x) = (x,*,*) e v(y) = (x,%,y), a tripla (O, u,v) e o diagrama

AL x
of
Y /2> 0

também sao chamados de homotopy pushout padrao.

Note que F': AxI — O, dada por F(a,t) = (x,{(a,t),*), ¢ homotopia entre uo f e vog.
Assim, o diagrama dado na definicdo acima comuta, a menos de homotopia, justificando
o nome “homotopy pushout”.

A proposicao a seguir nos mostra como uma definicdo alternativa do mapping cone
pode ser obtida a partir do homotopy pushout padrao.

Proposicao 5.15. O homotopy pushout padrao O de uma aplicacio f: A — X e da
constante x: A — {*} é homeomorfo ao mapping cone C;.

Demonstragido. O homeomorfismo h: O — Cf desejado é dado por h(x,*,*) = (x,*) e
h(x,{a,t),*) = (*,{a,t)). Note que h estd bem definida pois h(f(a), * ,*) = (f(a),*) =
(. (0,0) = h(x, (a,0),%). O

Definicao 5.16. Sejam f: A > X eg: A — Y aplicagoes com homotopy pushout padrao
(O, u,v). Dizemos que um espago P é um homotopy pushout de f e g se existem aplicagoes
r: X - Pes: Y — P tais que:

e uo f~wvog,

 existe equivaléncia de homotopia : O — P tal que fou ~r e fowv ~ s, isto ¢, o
diagrama a seguir comuta a menos de homotopia:
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P
A tripla (P,r,s) e o diagrama
f
A— X
S
Y 5P

também sao chamados homotopy pushout de f e g.

Note que existe equivaléncia de homotopia 6: O — P tal que fou ~refov ~ s se,
e somente se, existe equivaléncia de homotopia #': P — O tal que ' or ~u e 6 os ~ v,
pois se existe # nas condigoes desejadas, definimos 6 a inversa homotopica de 6 e temos
or~f@obou~uetd os~0ofhov~uv. Seexiste §, definimos 6 de modo andlogo.
Note também que ro f ~fouo f ~fovog=~sog. Assim, no diagrama

At x
gl J
y 25 P

<

o quadrado comuta, a menos de homotopia.
Claramente, um homotopy pushout padrao é, também, um homotopy pushout.

Proposicao 5.17. Sejam f: A — X eg: A =Y aplicagoes. Se (P,r,s) é um homotopy
pushout de f e g, Z € um espago e a: X — Z e b:Y — Z sdo aplicagoes tais que
ao f~bog entdo existe uma aplicacio c: P — Z tal que cor ~a e cos >0, isto ¢, o
diagrama a sequir comuta a menos de homotopia:

Demonstragdo. Seja (O, u,v) o homotopy pushout padrao de f e g. Defina ¢’: O — Z por
d(x, %, %) = a(x), d(x,*,y) = bly) e d(x,(a,t),*) = H(a,t), onde H: A x I — Z é uma
homotopia entre a o f e bo g. Assim, ¢ é continua pelo Lema da Colagem [16, Teorema,
18.3] e temos ' (u(x)) = (x,*,%) = a(x) e d(v(y)) = (*,*,y) = b(y) para todo x € X
eyeY,istoé, dou=aedov=nh.

Para provar o resultado para P, tome ¢': P — O uma equivaléncia de homotopia tal
que ' or ~ue 6 os ~ v. Entao, podemos definir ¢ = ¢ o §' tal que, como pode ser
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observado no diagrama abaixo, cor = dof or ~dou=aecos=cd o os~cov=0.

A ! X
g P u
/ 4
Y L O

]

Proposicao 5.18. Se f: A - X oug: A — Y ¢ cofibragdo, entiao o pushout (P,r,s) de
f e g € um homotopy pushout.

Demonstrag¢io. Suponha que f é cofibragao (o caso onde g é cofibracao seguird da simetria
da proposigao). Seja (O, u,v) o homotopy pushout padrao de f e g. Como P é pushout,
podemos definir 0: O — P por 0({x, *,*)) = (x, %), O({(x,%,y)) = (x,y) e O((x, (a,t), *)) =
r(f(a)) = s(g(a)). Entao 0 o u(z) = 0({x,*,%)) = (x,*) =r(x) e Oov(y) = O((x,*,y)) =
(x,y) = s(y) paratodo z € X ey € Y. Assim, fou =r e fov = s e resta apenas provar
que 6 é equivaléncia de homotopia.

Existe um homeomorfismo natural, dado por (z,{(a,t),y) — {({z,{(a,t)),y), de O no
espago (M VY)/~, onde My é o mapping cylinder de f e ~ é dada por ({(x, (a, 1)), *) ~
(%, g(a)). Tendo isso em mente, ndo faremos distingao entre os elementos (z, (a,t),y) de
O e os elementos ((z, (a,t)),y) de (M;VY)/~.

Defina n: X — My por n(z) = (x,*) e §&: A — My por &(a) = (x, (a,t)), para cada
tel,x e Xeae A Entao & é homotopia e, como f é cofibragao, existe homotopia
o X — My tal que oo(x) = n(x) = (z,%) e 0¢(f(a)) = &(a) = (*,(a,t)), para todo
reX,acAetel.

Defina p1: P — O por p((z, %)) = (01(x)) e u({*,y)) = (y), para todo z € X ey € Y.
Provaremos que p ¢ inversa homotopica de 6 exibindo homotopias entre 6o i e idp e entre
o eidp.

Defina F': P x I — P por F({(z,*),t) = 0{o(z),*) e F({x,y),t) = (x,y), para todo
tel,ze€ X eyeY. Entao, para t = 0, temos

F((CL’, *>70) = ‘9<00(x)7 *> = 0<<I? *)7*> - <I7 *)7
F({+,9),0) = (+,1).

Por outro lado, se t = 1 temos
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Logo, F' é homotopia entre 6 oy e idp.
Agora, defina G: O X I — O por G({z,*,x),t) = (04(x),*), G((x,x,y),t) = (x,%,9) e
G((*,(a,s),*),t) = (x,(a, (1 — s)t + s),*). Entdo, para t = 0, temos
G({x,*,%),0) = (oo(x), %) = (z,*, %),
G, %,9),0) = (+,%,9),
G((*, (a,8),%),0) = (x,{a, (1 = 5)0 + 5),%) = (x, {a,5), %).

<f(a)7 *>) =po 9((*7 <CL, S>7 *>)

Assim, G é uma homotopia entre p o 6 e idp e concluimos que 6 é equivaléncia de homo-
topia. ]

Definicao 5.19. Sejam

A AN X A’ L X’
9 u Q/J/ J{u’
Y — 0 Y Y O

homotopy pushouts padrao. Suponha que existam aplicagoes a: A — A, f: X — X' e
v:Y =Y taisque ffoa~fofeqgoax~vyog,istoé o diagrama a seguir comuta a
menos de homotopia:

y 9 a1 x

ool b

y o L x

Entao, dadas F': Ax I — X’ homotopia entre f'oae fofeG: AxI — Y’ homotopia
entre ¢’ o a e 7y o g, definiremos

AF,G’ =A:0—=0
a aplicagao dada por
Az, *, %) = (B(x), *, ),
A%, ) = (%, 7(9)),
(F(a,1—3t),*,%), se0<t<1/3,
A(x, (a,t), %) = (x, (a(a),3t — 1), %), sel1/3<t<2/3,
(*,%,G(a,3t —2)), se2/3<t<1,

para quaisquer a € A,z € X, yeY et e l.
Note que Aocu=v"of e Aov=10v"07.
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A

g

« A/

N N

x 7 X'
|’

Nosso objetivo agora ¢ provar que, quando «, 5 e v sao equivaléncias de homotopia,
Apc também é. Para isso, utilizaremos trés lemas, provados em [1, Apéndice E|, que
enunciamos a seguir, sem demonstragao.

Lema 5.20. Sejam

ALX A’%X’ A”LX”
N
Yy 44— 0O Yy Y, o y” 2, o

homotopy pushouts padrdo. Suponha que existam aplicagoes o, o/, 3,5, v e~ tais que o
diagrama a sequir comuta a menos de homotopia.

y % 41 ,x

I

y el L x

kb

Yy 9 A f X

Sejam F, F', G e G' homotopias tais que o f ~p floa, flof' ~p f'od, yog ~¢ ¢’ o
ey og ~a g"od. Defina H: AxI —X"eK: AxI—=Y" por

F'(a(a),2t), set<1/2,

et = {6’ o F(a,2t—1), sel/2<t,

K(a1) G'(a(a),2t), set <1/2,
a =
’ v oG(a,2t —1), sel/2<t.

Note que ' oo f~y f"odoa e oyog~k ¢g'od oa. Entio

AF’,G/ e} AF,G ~ AH’K.
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A «@ AI A//

X Jé; X/ B’ X"
J(g/ ngl
u u’

g

Lema 5.21. Sejam

f I

A—— X A — 5 X
9 u gll Ju’
Y —= 0 Y s 0

homotopy pushouts padrao. Suponha que existam aplicagoes o, @, 3, 3,7 ey e homotopias

Hy: AxT— A, Hp: X x I — X', H:YxI—Y,

tais que o ~p, @, B ~y, B, v =g, 7 e o0s diagramas a sequir comutam a menos de
homotopia.

y % a4t x y % a1 ,x
S N N A R
v L xS x v Loy Ly

Dadas F: A x I — X' homotopia entre f'oa e fof eG: Ax I —Y' homotopia
entre ¢ oav eyog, defina F: AxIT— X' eG: AxI—Y' por

floHu(a,1—3t), set<1/3,
F(a,t) =< F(a,3t — 1), se 1/3 <t <2/3,
Hs(f(a),3t —2), se2/3<t,

g oH,(a,1—3t), set<1/3,
G(a,t) ={G(a,3t — 1), se1/3<t<2/3,
H.,(g(a),3t—2), se2/3<t,

Entio f'oa ~5 Bo f, g oa~z7og e lemos

AF,G ~ AF,@'
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A - A
N ~
B
g X X’
B Jg/
Y ": Y/ u!
v v v’
\ Apa \
O 04
Are

Lema 5.22. Sejam f: A — X eg: A — Y aplicagcoes. Entao, para quaisquer homotopias
H: f~feK:qg=~gqg, podemos considerar f = foidy ~¥gidxof=f eg=goidy ~g
idy og=g.

Nessas condigoes, podemos definir Ay i e temos que Ay x € equivaléncia de homotopia.

Teorema 5.23. Nas condicoes da Definicio 5.19, se o, e v sdo equivaléncias de ho-
motopia, entdio Apq também é.

Demonstragdo. Sejam o, 5" e 4" inversas homotdpicas de «, 3 e v respectivamente. Entao,
Bofod ~foaod ~f,

e, consequentemente, temos foa’ ~ ' o f’. Assim, podemos tomar F’: A’ x I — X uma
homotopia entre f oo’ e 5’ o f’ e, analogamente, G': A’ x I — Y homotopia entre g o o
e~ og.

Pelo Lema 5.20 temos que Ap o 0 Apg =~ Ak, onde f'ofof ~y fod oa e
Y oyog~g goa oa. Como o oa ~idy, /o ~idx e v/ oy ~ idy, temos pelo
Lema 5.21 que Ay x ~ Az %, onde foidy ~zidyo f, goida ~5idy og.

Pelo Lema (5.22), Ag % possui inversa homotépica A’. Com isso, temos

(A/ ©) AF/7gl) e} AF,G ~ A, @) Aﬁ,F ~ ido,

isto é, Ap¢ possui inversa homotépica a esquerda. Analogamente, provamos que Ap g
possui inversa homotopica a direita. O

Corolario 5.24. Nas condi¢oes da Defini¢io 5.19, considere (P, r, s) um homotopy pushout
de f eg, (P',r', s) um homotopy pushout de f e ¢, 8: P — O uma equivaléncia de ho-
motopia tal que Qor ~u e os~v el': O — P uma equivaléncia de homotopia tal
que ' ocu~r" el ov~s. Defina V=60 oApgol: P— P

Entao, se a, B ey sdo equivaléncias de homotopia, ¥ também é.

Aplicando o Teorema 5.23 para mapping cones, temos o corolario a seguir:
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Corolario 5.25. Seja

A$>X

o

AL x
um diagrama comutativo, a menos de homotopia. Entdo, existe uma aplicagio A: Cy —
Cy tal que o diagrama

X — Cf

"

X' L Cf/
comuta.
Demonstragio. Seja F': f'oa ~ fo f uma homotopia e tome G: Ax I — {x} a homotopia
constante. Entao, como

A— % A — «
e ]
X —— Cf X —— Cp

sao homotopy pushouts padrao, basta tomar A = Ap¢.

A o A
f\ * \ *
4
X L x
o e Lo, 0

Definicao 5.26. Dados X e Y espacos, chamamos de join de X e Y, e denotamos por
X %Y, o espaco

X*xY=XxIxY/~
onde a relacao ~ é dada por (x,0,y) ~ (2,0,v"), (z,1,y) ~ (2/,1,y) e (x,t,%) ~ (%, 1, %),
para todo z, 2’ € X,y €e Y et ,t' € 1.

Note que X * Y é o homotopy pushout padrao das projecoes p;: X xY — X e
P X XY =Y.

Alguns autores definem o join com a relacao ~ dada apenas por (z,0,y) ~ (2,0,y') e
(x,1,y) ~ (2/,1,y). Nesse caso, o join dado na defini¢cao anterior pode ser visto como um
“join reduzido”. Porém, como I é contratil, verifica-se facilmente que as duas versoes do
join tém o mesmo tipo de homotopia.

Proposicao 5.27. Sejam X e Y espagos e considere o pushout

Xxy 2 . x

a Ju

Yy —% 5 X xY
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Entao:
1. u~*x ev s,
2. XY ~3X(XAY),

3. Se j1: X = X XY € ainclusio e py: X X Y/X xx =Y epy: Cj;, = Y sao
induzidas de pa, entio X * Y ~ Cy, ~ Cy,.

Demonstrag¢io. Para provar o item 1, basta definir F': X xI — X*Y por F(z,t) = (x,t, %)
e G:Y xI— XxY por G(y,t) = (x,t,y). Dai, temos u ~p * ¢ % ~¢ v.

Para provar o item 2, considere ¥(X AY) como o quociente X x I X Y/~ onde ~y
é dada por (z,t,y) ~1 xsex = %,y = x, t = 0out = 1. Denote C = {(z,t,%) €
X*xYIU{(xt,y) e X*xY} C XxY. Como C = CX VCY, temos que C' é contratil.
Pela Proposigao 4.9, temos que a projecao p: X *Y — X Y/C é uma equivaléncia de
homotopia. Resta provar que X(X AY) ~ X «Y/C.

Para isso, considere X *Y/C ~ X x I xY/~5 onde ~5 é dada por (z,0,y) ~9 (2,0,v),
(x,1,y) ~o (', 1,1), (%, t,%) ~g (k' %) e (z,t,%) ~g * ~y (%t y). Como (x,0,y) ~q
(2,0,%) ~o %, (z,1,y) ~2 (*,1,y) ~o %, podemos simplificar a defini¢do de ~o para
(x,t,y) ~o xsex =%, y=x* t=0out=1e, assim, concluir que as relagoes ~; e ~q
coincidem. Portanto, Z(X AY) ~ X xY/C e, em particular, (X AY) ~ X %« Y/C como
desejado.

Por fim, para provar o item 3, considere Cj, = (Y V (X x Y X I))/~, onde ~ é dado
por

(*7 (l'ayv 1)) ~ % (*7 (93, *>t)) ~ %
(%, (%, %, 1)) ~ % (y, (%, %)) ~ (%, (2,9,0))

para todo z € X, y € Y et € I. Como (y,(*,%,%)) = (x,(*,9,0)) € Cp, podemos
reescrever Cyz, = X x Y x I/~ com ~ dado por

(z,y,1) ~ % (x,%,t) ~ * (2',y,0) ~ (x,y,0)

para todo z,2' € X,y €Y et € I. Como (z,1,y) = (x,1,%) e (z,0,y) = (x,0,y), para
todo (z,t,y) € X =Y, podemos considerar Cy, ~ X *Y/{(x,t,%) | x € X,t € I}, e como
{(z,t,*) |z € X,t € I} ~ CX é contratil, temos pela Proposigao 4.9 que Cp, ~ X * Y.

Pela Proposigao 5.5, existe a: €, — X x Y/X X % equivaléncia de homotopia entre
Cj, e a cofibra X x Y/X x  de ji, tal que o diagrama a seguir comuta

0 X XY
Cin X X %
PEJ Jpé

y 4 Ly

e o resultado segue do Corolario 5.25. O]

O fato enunciado na proposi¢ao a seguir (apenas afirmado, para versao “nao reduzida”
do join, em [11, p. 114]) nos d& uma nova caracterizacao do join.

Proposicao 5.28. O join X xY de dois espagos X e Y € homeomorfo a (X x CY) U
(CX xY)CCX xCY.



Pullback e Homotopy Fiber 63

Demonstrag¢io. Note que, para considerar (X x CY)U (CX xY) C CX x CY, devemos
pensar em X e Y incluidos em seus respectivos cones, isto é, nao estamos fazendo distin¢ao
entre X e X x {0} CCX eentre Y e Y x {0}. Defina h: X*Y — (X xCY)U(CX xY)
por

hz,t,y) = ({(z,max(2t — 1,0)), (y, max(0,1 — 2t))).

Note que h estd bem definida, pois h(x,0,y) = h(z,0,%) e h{x,1,y) = h(*,1,y) para
todo z € X ey € Y. Além disso, para verificar que a imagem de h realmente esta
contida em (X x CY)U (CX xY) C CX x CY, note que se t < 1/2, temos h(z,t,y) =
({(x,0),(y,1 —2t)) € X x CY. Verificamos o caso t > 1/2 analogamente.

Defina também g: (X x CY)U(CX xY) — X Y por g((z,t), (y, s)) = (z,w(t, s),y),
onde w: I VI — [ é dada por w(t,0) = (1 +1¢)/2 e w(0,s) = (1 — s)/2. Verifica-se
facilmente que g estd bem definida e temos que g é continua pois w também é.

Por fim, resta notar que

hog({z, >,< >)

B, (1+1)/2,) = (e, max(t, 0)), (y, max(0, ~1))) = ((z, ), {4, 0)),
—

hog((z,0), z, (1= 5)/2,y) = ((z, max(=s,0)), (y, max(0, s))) =((z,0), (y, 5)),
gohlety) = g({x y,1—2t>) (x, (1 =142t)/2,y) = (z,t,y), set <1/2,
g(a:?t ,0)) = (x,(1+2t—1)/2,y) = (z,t,y), se 1/2 <.

]

5.3 Pullback e Homotopy Fiber

Definigao 5.29. Dadas duas aplicagoes f: X — Aeg: Y — A, um pullback de f e g é
um espaco P tal que:

(i) existem aplicagoes u: P — X ev: P — Y tais que fou = gow,
(ii) para todo espago Z e aplicagoes r: Z — X, s: Z — Y tais que for = go s, existe

uma tunica aplicagao t tal que uot =r e vot = s, de modo que o diagrama abaixo
comuta:

)

P—r-Y
C
X — A
A tripla (P, u,v) e o quadrado
P—"-Y

5
«—

S
o

—
s

também sao chamados pullback.
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E facil mostrar a partir do item (ii) que o pullback é tinico, a menos de homeomorfismo.
Provaremos a seguir que ele sempre existe.

Proposicao 5.30. Dadas duas aplicacoes f: X — A e g: Y — A, existe um pullback de
fey

Demonstracao. Tome P C X X Y o subespago

P={(z,y)| f(z) = g(y)},

e denote por u: P — X ev: P — Y as restricoes das projecoes na primeira e na segunda
coordenadas, respectivamente. Provaremos que P é um pullback de f e g.

De fato, é facil ver que f ou = gow. Além disso, dados um espago Z e aplicagoes
r:Z — X, s: Z —Y taisque for =gos, temos que para todo z € Z, (r x s) o A(z) =
(r(2),s(z)) € P, pois f(r(z)) = g(s(z)). Assim, podemos definir ¢: Z — P restringindo o
contradominio de (r X s) o A, e verifica-se imediatamente que uot =revot =s.

Por fim, dada m: Z — P tal que uom = r e vom = s, se denotarmos m(z) =
(m1(z), ma(z)), temos que para todo z € Z, r(z) =uom(z) =my(z) e s(z) =vom(z) =

mo(z). Logo, m(z) = (r(2),s(z)) = (r x s) o A(z) = t(2), e concluimos m = t. O
Proposicao 5.31. Seja

P——Y

u g

x 1.4

um pullback. Se g € fibragao, entao u também é. Além disso, v induz homeomorfismo v’
da fibra de w na fibra de g, de modo que o diagrama

¢ comutativo, onde 1 e J sao as inclusoes.

Demonstragao. Sejam k;: Z — X uma homotopia e h: Z — P uma aplicacao tal que
u o h = kg, de modo que o diagrama abaixo comuta:

Py

P

kt X f A

Z

Entao, govoh = fouoh = foky e, como g é fibragao, existe uma homotopia h}: Z — Y
tal que go h} = f o k; para todo t € .

Com isso, podemos definir uma homotopia h;: Z — P por h(z) = (k(2), hi(2)). Note
que h; estd bem definida, pois g o hi(z) = f o ki(z) e, assim, hi(z) € P. Para concluir que
u é fibracao, basta notar que v o h; = k; para todot € I e hg = h.
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Como ¢(v(F,)) = f(u(F,)) = {x}, temos que v(F,) C F, e podemos definir uma
aplicagao v': F,, — F, restringindo o dominio e o contradominio de v. Note que, jov' =
v o .

Por outro lado, tome w: Y — X X Y a aplicagdo dada por w(y) = (x,y). Note
que para todo y € F,, temos g(y) = * = f(*) e, portanto, w(y) = (x,y) € P. Além
disso, u(w(y)) = u(*,y) = *, isto é, w(F,) C F,. Assim, podemos definir w’: F, — F,
restringindo o dominio e o contradominio de w. Verifica-se facilmente que w’ é inversa de
v’ e, portanto, v’ é homeomorfismo. O

Definicao 5.32. Seja f: X — Y uma aplicagao. O pullback de f e da aplicacao avaliagao
p: PY — Y, ilustrado no diagrama abaixo, denotado Iy, é chamado homotopy fiber de f.

Iy —“ PY

. l”
)J(LY

Explicitamente, I; é o espago {(z,a) | a(0) =* e a(l) = f(z)} C X x Y’ e v eusao
as projecoes na primeira e na segunda coordenada, respectivamente.

Pela Proposicao 4.14, sabemos que QY PY —% Y 6 uma fibracdo. Logo,
pela Proposicao 5.31, temos que a sequéncia QY Iy —— X também é uma
fibracao.

Como I; é justamente a imagem inversa de {*} pela fibragdo f”: Py — Y da Propo-
sicao 4.17, obtemos a fibragao

]f Pf f 1"

Y,

que justifica o nome “homotopy fiber”, pois podemos interpretar, a partir da Proposi-
cao 4.17, que I; ¢ a fibra de uma aplicacao que difere de f apenas por uma equivaléncia
de homotopia. Outra justificativa é dada pela proposicao a seguir:

Proposigao 5.33. Seja F T.ox Loy uma fibracao. Entao existe uma equiva-
léncia de homotopia f: F — I;. Além disso, se v: Iy — X € a projecao na primeira
coordenada, temos que v o 3 = j, de modo que o diagrama abaixo comuta:

Demonstragdao. Pela Proposicao 5.31, temos que v: Iy — X ¢é fibragao e induz um home-
omorfismo v': F,, — F, de modo que o diagrama a seguir comuta:

/

F, -~ F
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Como PY é contratil, temos pela Proposicao 4.15 que i é equivaléncia de homotopia.
Entao, para obter o resultado, basta definir § =i o ¢/ -1 O

Proposicao 5.34. Seja f: X — Y wma aplicacio. Uma aplicacio g: Z — X possui
levantamento h: Z — Iy se, e somente se, f o g~ *.

Demonstragdo. Considere o pullback

I} —“ PY

. lp
)J(%Y

Suponha primeiro que g: Z — X possui levantamento h: Z — Iy, isto é, voh = g.
Entao fog = fovoh = pouoh. Mas como PY ~ %, temos que u ~ * e, consequentemente,
fog=pouoh~x.

Agora, suponha que *x ~p f o g para alguma homotopia F': Z x I — Y. Como
F(z,0) = % e F(x,t) = * para todo z € Z et € I, podemos definir uma aplicagao
F: Z — PY por F(z)(t) = F(z,t), de modo que po F(z) = F(z,1) = f o g(z) para todo
z € 4.

X ——Y

Com isso, temos pela definicao de pullback que existe uma aplicacao h: Z — I tal
que vo h = g, isto é, h é um levantamento de g. O

Corolario 5.35. Sejam f: X — Y wma aplicacio e v: Iy — X a projecao na primeira
coordenada. Entdo a sequéncia

I —sx 1.y
€ exata.

Demonstra¢do. Tome Z um espaco qualquer e considere as aplicagoes v, : [Z, ] — [Z, X]
e fo: [Z,X] — [Z,Y]. Precisamos apenas provar que Im(v,) = Ker(f.). Para isso, note
que dada [g] € Im(v,), temos que [g] = [v o h| para alguma h: Z — I;. Como claramente
h levanta voh, temos fo(voh) ~ x e, consequentemente, f.[g] = [fog] = [fo(voh)] = [«].
Portanto, [g] € Ker(f.) e Im(v,) C Ker(f.).

Por outro lado, dado [g] € Ker(f.), temos f o g ~ * e, consequentemente, existe
h: Z — Iy tal que voh = g, isto é, [g] = v.[h] € Im(v,). Portanto Ker(f,) C Im(v,) e
obtemos a igualdade desejada. O]

Corolario 5.36. Qualquer fibracao

F—i,x 1,y

€ uma sequéncia exata.
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Demonstragcao. Basta notar que, se 3 é a equivaléncia de homotopia da Proposi¢ao 5.33,
o diagrama

F—i,.x_ 1.y

bbb

I —sx 1y

nos da uma equivaléncia de sequéncias. O resultado segue da Proposi¢ao 2.17. O

Proposicao 5.37. Seja f: X — Y uma fibragio. Considere os pullbacks

I} —“~ PY I, — PX
D
x S .y Iy —— X

-/ /

¢ as fibragoes QY —— I; —*— X e QX —— I, —%— I;. Entio, vV o3 =i e
6 © (_Qf> = il;

/

I, —Y I —*5 X
y e
ox =¥, gy

onde —Qf é dada por (—=Qf)(6)(t) = f(0(1 —t)) e B € a equivaléncia de homotopia da
Proposicao 5.33.

Demonstragcio. Obtemos v’ o 8 = ¢ diretamente da Proposi¢ao 5.33. Para provar [ o
(=€2f) ~ ¢, note primeiro que I, = {(z,7,9) | 7(0) = *,7(1) = f(2),0(0) = *,0(1) =
V'(z,7v) = x}, i é dada por i(y) = (x,7), i é dada por i'(9) = (%,%,9) e § é dada por
B(y) = (i(y),*) = (*,7,*) para todo v € QY e 6 € QX.

Defina H: QX x I — I, por

H(S,t) = (6(1 — t), 4(—Qf)(3), (1 — £)5).

Note que H estd bem definida, pois ((1 — )0)(1) = (1 —t) e (¢(=2f)(0))(1) =
((=Qf)(0)(t) = f(6(1 —t)) = f((1 —t)6(1)). A verificagdo de que H é continua é
imediata e concluimos 5o (—Qf) ~ i’ avaliando H emt =0et = 1. [

Corolario 5.38. Dada uma aplicagio f: X — Y, considere a projecio v: Iy — X e a
inclusao i: QOY — I¢. Entao as sequéncias

ox Ly .1, s x Loy

QQf

0x u — 1, x Ly

sao exatas.

Demonstracdo. As sequéncias

f

I X 5y  Q ‘> 45X
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sao exatas pelos Corolarios 5.35 e 5.36. Além disso, pela proposicao anterior, temos que

/

ox M, qy ¢ I; éexata, pois é equivalente & fibragdo QX U S Is.

ox v i,

N

/

0x —“ 1, Y

Assim, para todo espaco Z, a sequéncia

1z,0x] 5 1z v) o (2,1] 2 [2,X] 2 [2,Y)

é exata e concluimos que a sequéncia

ox v s x -1y

é exata. Além disso, verifica-se facilmente que (=€ f), = —(2f). e, portanto, Im((2f).) =
m((—€f).). Logo,

12,0x] 2 (z.v] s (2,1 2 [2,X] 2 (2,Y)
é exata e concluimos que
ox v s x Ly
é exata. ]

Aplicando indutivamente o Corolario 3.27 sobre a sequéncia do corolario anterior,
obtemos a sequéncia exata da defini¢ao a seguir:

Definicao 5.39. A sequéncia exata

D Qrrty 2 ey 2, gy gy

Qf

S OX Qv —— I —4— X Y
é chamada sequéncia exata da aplicacao f.
A partir da sequéncia exata de f, podemos obter a sequéncia exata
— st orty] B e e T g gnx)
D [t ax] e et QY] s (81 1] —2 S, X] L[S, Y.

Aplicando, repetidamente, o isomorfismo adjoint, temos que [S*, Q" A] é isomorfo ao
grupo [X"SY A] = [S™T A] = 7m,,1(A), para qualquer espaco A. Aplicando esse isomor-
fismo nos grupos da sequéncia acima, obtemos a definicao a seguir:



Pullback e Homotopy Fiber 69

Definicao 5.40. Dada f: X — Y uma aplicagao, a sequéncia exata

s oY) — () — mp1(X) — mpa (V) —— -

e (X)) —— m(Y) —— m(I) =2 m(X) L m(Y)

é chamada sequéncia exata de homotopia de f.

~ J P . . Al s
Dada uma fibragdo F E B podemos construir uma equivaléncia de
sequéncias
Qp

OF 0B 2

R

OF %, 0B 1, —*+E-",B

e obter a sequéncia exata

Qo)

. N [517Qn+lB] A [Sl,QnF] (€277)

[SY Q] s -

()« D

5 [SY,QF] [SY,QB] —%— [SY, F] —2— [SY, E] —2 [SL, B]
de modo andlogo ao feito para a sequéncia exata de uma cofibragao, tomando 0 = 3’ o i,
onde ' é inversa homotépica da equivaléncia de homotopia da Proposigao 5.33. A partir
do isomorfismo adjoint, obteremos a definicao a seguir:

Definicao 5.41. Se F 7, FE "4, B éuma fibracao, a sequéncia exata

- —— T (B) —— m(F) —— m(E) —— 7 (B) —— -+

s m(E) —— m(B) —— m(F) -2 m(E) 2 m(B)

é chamada sequéncia exata de homotopia da fibracao p.

Observacgao 5.42. Alertamos que a fibracao p: £ — B utilizada acima nao é a aplicacgao,
também denotada por p, utilizada na Definicao 5.32 de homotopy fiber. Para evitar esse
conflito, podemos mudar a notagao da aplicacao para p’ e obter o diagrama

I, —“—~ PB

| |

E—" B

para o homotopy fiber I,,.

Proposicao 5.43. Seja f: X — Y uma aplicacdao e considere a fibracao QY AN Iy 5 X.
Se X x QY e Iy sdo conexos por caminhos, entdo sdo equivalentes:

1. f~x.
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2. Existe s: X — Iy tal que vos ~idy, isto €, v possui inversa homotdpica a direita.

3. Ewiste uma equivaléncia de homotopia 0: X x QY — Iy tal que o diagrama

a2

X x QY \
s

comuta a menos de homotopia, onde jo € a inclusdo e py € a projecao.

Demonstragao. Considere a sequéncia exata
(X, I] — [X, X] —— [X,Y].

Se f =~ %, temos que [X, X| = Ker(f,) = Im(v,), isto é, v, é sobrejetora. Assim, existe
s: X — Iy tal que v,[s] = [idx], isto é, v o s =~ idx. Por outro lado, lembrando que no
pullback

I; —"> PY

. lp
)J(LY

o espago PY é contratil, temos u ~ x e concluimos f ov = powu ~ *. Assim, se vale (2),
temos f ~ fovos~*os=xeconcluimos (1) < (2).

Ainda supondo que vale (2), defina ¢: Iy x QY — Iy por ¢((z,w),v) = (z,v + w),
onde v +w: I — Y ¢é dada por

v(2t), se 0 <t<1/2,
w2t —1), sel/2<t<1,

(v +w)(t) = {

e considere o diagrama

Qv
AR
X xQy 29 ooy —23 1,

X

onde ko é a inclusao na segunda coordenada e ¢q;: Iy x QY — I é projecao na primeira
coordenada. Entao:

 Para todo ((z,w),v) € Iy x QY temos vo ¢((z,w),v) = =voq ((x,w),r), isto &,
vop=1voq.

« Para todo (z,w) € X xQY, temos vog; o (s xidgy)(z,w) = vos(zx) = vosop;(z,w),
isto é, voq o (sxidgy) =vosop ~idxop =p;.
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o Para todo w € QY temos (s x idgy) 0 jo(w) = (s(*),iday (w)) = (x,w) = ke(w),
isto é, (S X lde) OjQ = k?g.

o Para todo w € QY temos ¢oky(w) = @((*,*),w) = (*,w+x*). Defina H: QY x I —
QY por
1+1¢ <s<1/(1+t
Moty = {409, se0 s <1/,
*, se 1/(1+1t) <s<1,
para todo w € QY e s,t € I. Note que H: QY x I — I; dada por H(w,t) =
(%, H(w,t)) nos da i ~p ¢ o k.
Assim, se definirmos

0 =¢o(sxiday): X x QY — I,

temos a comutatividade, a menos de homotopia, do diagrama em (3).

Provemos que 6 é equivaléncia de homotopia usando o Teorema 3.20 (de Whitehead).
Se ki: Iy — Iy xQY é ainclusao na primeira coordenada e go: 1 x QY — QY é a projecao
na segunda, temos que yu1 : (1)@, (QY) = m,.(1;xQY"), dada por i ([a], [8]) = ki.a]+
k2.[B], é isomorfismo, uma vez que possui inversa ;' dada por py'[y] = (q1.[7], ¢2.[7])-
Da mesma forma, ps: m.(X) @ m.(QY) — m.(X x QY), dada por ps([a], [B]) = j1.[a] +
Jo.|F] é isomorfismo, onde j;: X — X x QY ¢ a inclusdo na primeira coordenada.

Considere \: m,(Iy) ® 7. (QY) — 7,(I;) dada por A([a], [8]) = [a] + i.[5], lembrando
que i: QY — Iy é dada por i(w) = (*,w).

(X)) @ m(QY) 22 1(1) ® 7, (QY)
%m %Ml \
T (X x QYY) — (1% y) —2 s (1))
Para todo ([a], [8]) € m(X) @ 7. (QY), temos

p 0 (8. @ idr,ax))([al, [B]) = Fru(su[a]) + kau[5] = [k1 0 5 0 a] 4 [ky 0 ],

Por outro lado, como (s x idgy) o j1(x) = (s(x), *) = ki(s(x)), temos

(

(s x iday)s o pa([l, [B]) = (s X iday )« (Ji.[a] + j2.[0])
= ((s x iday) o j1)«[a] + ((s x iday) 0 ja)«[5]
= (k10 8)u[a] + ko, [B] = [k1 05 0a] + [k 0 ],

isto é, o quadrado no diagrama acima ¢ comutativo. Além disso, para todo ([a],[8]) €
(1) @ m.(2Y), temos

¢« 0 pr([a], [B]) = (¢ 0 kr)ula] + (¢ 0 ka).[B] = [o] + i [B8] = A([a], [8]),

pois ja vimos que ¢ o ky > i e a homotopia ¢ o ky >~ id;, ¢ obtida analogamente. Logo, o
triangulo do diagrama acima também é comutativo e concluimos que

0. 0 pa([a], [B]) = s.[a] + 0. [5].

Dado [1] € m,(Iy), temos que v (s.(v.[1]) — [1]) = . 0 5, 0 1.[7] — v.[3] = idn,cx) 0
v.[y] — v.[y] = [*]. Entao existe uma homotopia g;: I — X com gy =vo(sovoy—r)e
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g1 = *. Como v ¢é cofibragao, existe uma homotopia h;: I — Iy tal que hg = sovoy —7y
evohy =g =x*. Assim, seu: [y — PY é a projecao na segunda coordenada, temos que
para todo r € I, hy(r) = (v(hy(r)),u(h1(r))) = (x,u(hi(r))). Como u(hi(r))(1) = f(x) =
*, temos que u(hy(r)) € QY e concluimos que i(u(hi(r))) = hi(r) para todo r € I, isto é,
hy =io (uohy).

Assim, s, (v.[7]) = [y] = [sov oy —7] = [ho] = [h1] = ix[u o hy], e temos

0 0 pa(va[7], —[w 0 h]) = s o vi[y] — iu[u o hy] = su(vi[v]) — su(vily]) + [V =[],

de onde concluimos que 6, o uy é sobrejetora.

Além disso, se 0, o us([a], [5]) = [*], temos que s.[a] = —i.[] e, com isso, [a] =
Ve(se]a]) = —ui(iu[B]) = [#¥]. Como i, é injetora, temos que a igualdade [x] = 6, o
(o], [8)) = 6. o us([+], 18]) = i.[3] implica aue [8] = * e, assim, ([a], [3]) = (],[+]).
Isso prova que 6, o us € injetora e, portanto, um isomorfismo. Como ps ja é isomorfismo,
temos que 6, também é isomorfismo.

Finalmente, como 6 induz isomorfismo nos grupos de homotopia, concluimos do Te-

orema de Whitehead que 6 é uma equivaléncia de homotopia. Isso conclui a prova de
2) = (3)

Por outro lado, supondo (3), basta definir s = 6 o j;. Dai temos vos =vofo j; ~

p1 o j1 = idx, e concluimos (2) < (3). O

Definicao 5.44. Dados X e Y espagos, o homotopy fiber da inclusao j: XVY — X xY,
denotado X »Y', é chamado produto flat de X e Y.

Explicitamente, temos que X b Y = {((z,y),a) | a(1) = j(z,y) = (z,y)} C (X V
Y) x P(X xY). Como um elemento ((z,y),a) € X bY qualquer pode ser escrito como
(a(1), ), temos que a associacao a — (a(1), a) nos d4 o homeomorfismo a seguir:

XbYa{aeP(XxY)|a(l)e X VY}.

Por outro lado, tomando P(X x Y) = PX x PY, temos que se a« = (a1, a3) € XbY,
entao a(l) = (a1(1),a2(1)) € X VY, isto é, a; € QX ou ay € QY. Assim, (ay,as) €
QX x PY ou (ag,0) € PX x QY e temos que X b Y é, a menos de homeomorfismo, o
espaco

XbY &~ (QX x PY)U(PX x QY).

Outra caracterizacao do flat (a menos de homotopia) é dada a seguir:
Proposicao 5.45. Dados espacos X e Y, temos que X bY ~ QX x QY.

Esse fato é afirmado em [6, Eq. (9)] com apenas uma sugestao de demonstragao. Uma
prova mais detalhada de um caso mais geral pode ser encontrada em [4, Corolario 4.7].
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Podemos ilustrar a proposicao anterior e o Corolario 5.6 em um tnico diagrama:

QX x QY QX x QY

QX *QY ~ XY — 5 P(X X Y)

XVvYy — 1 L XxY

C(XVY) — C; 2 X NY

DX VY) DX VY)

onde a fibragdo QX x QY — XbY — X VY e a cofibracio X xY — C; - E(X VY)
sao obtidas a partir das Proposicoes 5.31 e 5.3 respectivamente.

5.4 Homotopy Pullback

Lembrando que A’ é o espago das fungoes continuas (ndo necessariamente baseadas)
de I em A, com a topologia compacto-aberto e com ponto base x: I — A, enunciamos a
definicao a seguir:

Definigao 5.46. Dadas duas aplicagoes f: X — Aeg: Y — A, o espago Q = {(z,w, ) |
w(0) = f(x) ew(l) = g(y)} € X x Al x Y é chamado homotopy pullback padrio de f e
g. O quadrado

Q —Y

il l“’

x 1,4

onde u é a projecao na primeira coordenada e v é a projegao na terceira, e a tripla (Q, u, v)
também sao chamados homotopy pullback padrao.
Se o quadrado

¢é comutativo, a menos de homotopia, e se existe uma equivaléncia de homotopia A\: P — @)
tal que uo A ~r ewvo\ ~ s, entdo P, a tripla (P, s,r) e o quadrado acima sdo chamados
homotopy pullback de f e g, isto é, o diagrama a seguir comuta a menos de homotopia:
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De modo andlogo ao feito com os homotopy pushouts, podemos mostrar que (P, s, )
¢ um homotopy pullback se, e somente se, existe \': Q — P tal que roXN ~ue so)N ~ .

Proposicao 5.47. O homotopy pullback padrao de x: {x} - Ae f: X - A ¢ I;.

Demonstragao. Se () é o homotopy pullback padrao de f e *, basta notar que h: Iy — @),
dada por h(z,a) = (z, a, %) é um homeomorfismo. O

Proposigao 5.48. Sejam f: X — A eg: Y — A aplicagoes. Se (P,r,s) é um homotopy
pullback de f e g, Z € um espago e a: Z — X e b: Z — Y sdo aplicacoes tais que
foa=~gob entao existe uma aplicacio c¢: Z — P tal queroc~a esoc~b, isto €, o
diagrama a sequir comuta a menos de homotopia:

Demonstragio. Seja (Q,u,v) o homotopy pushout padrao de f e g. Defina ¢’: Z — @ por
d(z) = (a(2),H(z,t),b(2)), onde H: Z x I — A é uma homotopia entre foae gob. A
continuidade de ¢’ segue da continuidade de a, b e H, e verifica-se facilmente que uocd = a
evoc =b.

Para provar o resultado para P, tome \': () — P uma equivaléncia de homotopia tal
que ro N ~ueso)N ~ v Entdo, podemos definir ¢ = X o ¢ tal que, como pode ser
observado no diagrama abaixo, roc =roMNod ~uod ~aesoc=soNod ~vod ~b.

Z
o

X / A 0

Proposicao 5.49. Se f: X — A oug: Y — A € fibragdo, entdo o pullback (P,r,s) de f
e g € um homotopy pullback.

Demonstragio. Suponha que g é fibragao (o caso onde f fibragao seguird da simetria da
proposi¢ao). Seja (Q,u,v) o homotopy pullback padriao de f e g. Defina o, € Al o
caminho dado por «,(t) = a para todot € I e A\: P = @ por AN(z,y) = (v, 0f),y) =
(%, ag(y), y). Verifica-se imediatamente que uo X = r e vo A = s. Resta apenas provar que
A € equivaléncia de homotopia.

Denotando os elementos (y, ) € P, por (o, y), podemos considerar () como o subes-
paco de X x P, dos pares (z, (o, y)) tais que a(0) = =.

Defina n: P, — Y por n(a,y) =y e &: Py — A por &(o,y) = a(l —t), para cada
tel, xe X eae A Entao & é uma homotopia tal que g on = &y, e como g ¢ fibracao,
existe homotopia o;: P, — Y tal que og =n e go o, = &.



Homotopy Pullback 75

Y
22
7 g
/// ot
P, — A
Defina p: Q@ — P por u(z,a,y) = (x,01(e, y)), para todo (z,a,y) € Q. Provaremos
que g ¢ inversa homotdpica de A exibindo homotopias entre Aoy e idg e entre pro A e idp.
Defina F': P x I — P por F((x,y),t) = (z,0¢(ag),v)), para todo (z,y) € Pet e I.
Veja que F' é continua e estd bem definida, pois g(o¢ (), ) = & (g, y) = 9(y) = f(x).
Além disso, temos

F(:L’,y,()) = (w700(ag(y)7y)> = (95777(%(1/)79)) = (Ivy)7
F(l‘,y, 1) = (1],0’1<Oég(y),y)) = pHno /\<I7y)'

Logo, F' ¢ homotopia entre po A e idp.

Agora, defina G: @ x I — Q por G((z,a,y),t) = (z, (1 —t)a, 0¢(a, y)). Note que G
¢ continua estd bem definida, pois a((1 —1)0) = a(0) = f(z) e a((1 —t)1) = (1 — t) =
&(a,y) = g(oi(a,y)). Além disso, temos

G((z,,y),0) = (z,a,00(a,y)) = (z,, 9, y)) = (2, y),
G((‘Taavy)? 1) = (:L‘,OO(,O‘l(Oz,y)) = (:L‘7O[f(x)>o-1(a’y)) = Ao M(l‘7avy)'

Assim, G é uma homotopia entre X o p1 e idg e concluimos que A é equivaléncia de
homotopia. ]






6 Aplicacoes Ciclicas e Centrais

Os grupos de Gottlieb foram originalmente definidos como subgrupos do grupo fun-
damental a partir de homotopias h;, chamadas “ciclicas”, nas quais hg = hy = id, e
foram estudados detalhadamente em [8]. Mais tarde, os grupos de Gottlieb foram genera-
lizados em [19] como o subconjunto de [A, X] determinado pelas aplicagoes que também
sao chamadas “ciclicas”, apesar de nao haver mais a mesma interpretacao do caso das
homotopias. Nesse capitulo, discutiremos essas aplicagoes, tomando [12] como base.

Definiremos também as aplica¢oes centrais e veremos como elas se relacionam com as
aplicagoes ciclicas. Nesse contexto, apresentaremos uma definicdo do produto de Whi-
tehead que, apesar de nao ser nosso foco principal, também é um objeto de estudo im-
portante dentro da Teoria de Homotopia.

6.1 Aplicacoes Ciclicas

Definicao 6.1. Dizemos que uma aplicagdo f: A — X é ciclica se existe uma aplica¢ao
F:XxA— Xtalque Foj~Vol(idxVf),ondej: XVA— X xAéa inclusdo.

XxA-L.Xx

7 T Aidx\/f)

XVA

O conjunto G(A, X) C [A, X] das classes de homotopia de aplicagdes ciclicas é cha~
mado subconjunto de Gottlieb de [A, X].

Note que se f é ciclica e f ~ g, temos Vo (idx Vg) ~ Vo (idx V f) ~ Foyj,isto é, g
também ¢ ciclica.

Para espagos com tipo de homotopia de CW-complexos, vimos que a inclusao j: X V
A — X x A é uma cofibragao. Nesse contexto, a definicao de aplicagoes ciclicas pode ser
simplificada.

Proposigao 6.2. Uma aplicacio f: A — X é ciclica se, e somente se, existe F: X X A —
X tal que Foj=Vo(idx V f).

Demonstragio. Se f é ciclica, podemos tomar k;: X VA — X uma homotopia tal que
ko = F' o j para alguma F': X x A — X e k; = Vo (idy V f). Como j é cofibragao,
existe uma homotopia h;: X x A = X com hg = F' e hy0j = k; para todo ¢t € I. Assim,
basta tomar F' = h;: X X A — X, e teremos FFoj=hyoj=k =Vol(idxVf).

Por outro lado, se existe I’ nas condi¢oes desejadas, obviamente temos F o j ~ V o
(idx V f), e portanto f é ciclica. ]

77
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Nas condigoes da proposicao acima, F' é chamada aplicagdo associada de f.

Observagao 6.3. No caso particular em que A = S*, e pensando S* = /{0, 1}, temos
que f € G(S', X) se, e somente se, existe F': X x ST — X de modo que F(x,t) = f(t)
e F(z,0) = F(x,1) = . Em outras palavras, f € G(S!, X) se, e somente se, f ¢ dada
por f(t) = F(x,t) para alguma homotopia (ndo necessariamente baseada) F': idy ~ idx
(nesse caso, f é chamada de trago de F'). Essa é justamente a definigdo de G(X) dada
por D. H. Gottlieb em [8].

Proposicao 6.4. Sejam f: A — X uma aplicacio e j1: X - X XA ejy: A— X XA as
inclusoes na primeira e na seqgunda coordenada, respectivamente. Entao sao equivalentes:

1. f € ciclica,
2. existe F': X x A — X tal que Foj; =idx e Foj,=f,
3. existe ': X x A — X tal que Foj; ~idyx e Fojy >~ f.

Demonstrag¢io. Suponha f ciclica e tome F' a aplica¢ao associada de f. Entao Foj(z) =
Foj(z,%) =V(idx V f)(z, %) = idx(x) pra todo x € X e, analogamente, F o j, = f. Isso
prova (1) = (2). A verificacao de que (2) = (3) é imediata.

Por fim, se existe F' nas condi¢oes do item (3), tome h;: X — X e k: A — X
homotopias tais que F o j; o, idx e F o jy ~, f. Entdo Vo (ks V k;) é homotopia entre
Vol(idyV f)eFoj,ondej: XVA— X xAEéa inclusdo. De fato,

Vo (hoV ko)(z,*) = ho(x) = Foji(z), Vol(hyVky(xa)=kola)=F oja),

Vo (hVky)(z,*) = hi(x) =idx(z) Vo (hiVk)(xa)=k(a)= f(a)
=Vo (idx V f)(z,*), =Vo (idx V f)(x,a),
para todo a € A e x € X. Isso mostra, por definicao, que f é ciclica, e conclui (3) =
(1). O

Lema 6.5. Sejam f: A — X e 0: B — A aplicagoes. FEntao, se [ ¢ ciclica, f o 0
também é.

Demonstragio. Seja F: X x A — X uma aplicac¢do tal que Floj ~ Vo (idy V f). Entao
se j': X VB — X x B ¢ a inclusdo, existe F o (idx x 0): X x B — X tal que

Fo(idx x#)oj'=Fojo(idxV#) ~Vo(idxV f)o(idx V8) =Vo (idx V (fo8)).

idx x0

X xB X x A

\\\\\\ Fo(idx x0) /‘\ X)
N X X
_ J
/Vo(ldx\/(foe)) %o('idx\/f)

XVDEB . XVA [
idx Ve

-/

J

Considere agora uma fibracio F - E & B e a sequéncia exata

. —— QOF il

oB -2, Fr 2, Eg - *,pB

lembrando que 0 = [’ o4, onde i: QB — I, é a inclusdo na segunda coordenada e
p': I, = F é uma equivaléncia de homotopia.
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Proposicao 6.6. A aplicagio 0: QOB — F € ciclica.

Demonstragio. Considere a aplicacao ¢: I, x QB — I, (ver Observagao 5.42) dada por
o((z,w),v) = (z,v + w), e o diagrama

OB — 5 . 0op
J{]Q J{ \
Bxidap B’
FxQp 28, I, F
Tﬁ T i,
F o I,

onde j; e ki sdo inclusoes na primeira coordenada, j5 e ko sao inclusdes na segunda coor-
denada, e 8 é inversa homotépica de 3’. Provamos facilmente que os quadrados comutam
e provamos que os triangulos comutam da mesma forma que fizemos na demonstragao da
Proposicao 5.43.

Portanto, denotando por H: F' x QB — F a composta /3’ o ¢ o (5 X idgg), concluimos
que Hojo~ ' oi=0e Hojy ~ [ of ~idp. O resultado segue da Proposicao 6.4. []

Proposicio 6.7. Seja I %> E % S A uma fibragio. Se G(A, F) = {[*]}, entdo existe
s: XA = E tal que po s ~idx,.

Demonstracio. Como 0: QXA — F é ciclica, temos que 0 o # é ciclica para qualquer
0: A— QXA isto é, 0,[0] = [000] € G(A, F). Logo, Im(0,) C G(A, F) = {[*]}, ou seja,
0, é trivial. Como a sequéncia

(Qp

(4, QE] 2 [4,084] —% (A, F] — (A, E

é exata, temos que ({2p). é sobrejetora e existe f: A — QF tal que (Qp).[f] = k.[idsa],
onde k, é o isomorfismo adjoint. Por fim, como o quadrado

(A, QE] % 14, 054]
H;lﬂm* H
[SA,E] P [DA, $A]

comuta, segundo a Proposicao 3.25, temos

lidsa] = £ o kufidsa] = K77 0 (p)[f] = w11 0 (Qp)s © K 0 K[ f]
:fi*_lo/g*op*om*_l[f] :p*(’%* [f])

e basta tomar s um representante de s ![f] para obter o resultado. O
Proposicao 6.8. Dado um espaco X, sao equivalentes:

1. X é um H-espaco,

2. idx € ciclica,

3. G(A, X) =[A, X] para todo espago A.
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Demonstragio. (1) = (2): Seja m: X x X — X uma multiplicagdo para X. Entao
moj~V =Vo(idy Vidy), isto é, idx ¢ ciclica.

(2) = (3): Se f € [A,X], entdo f = idx o f é ciclica pelo Lema 6.5, e temos

f€G(AX).

( ) — (1): Como idy € [X, X] é ciclica, existe uma aplicacio m: X x X — X tal que
ZV (ldx\/idx>:v. ]

Proposigao 6.9. Sejam f: A — X e g: B —Y aplicagoes ciclicas. Entao:
1. fxg:Ax B — X xY € ciclica,
2.s5e X=Y,Vo(fVg): AV B — X € ciclica.

Demonstragdo. Sejam F: X x A — X eG:Y x B— Y as aplicagdes associadas de f e
g, respectivamente.

1. Basta definir H: X XY x Ax B — X xY por H(z,y,a,b) = (F(z,a),G(y,b)) para
todor € X,ye€Y,ae€ A be B. Entao,sej: (XxY)V(AxB) — (X><Y) (AxB)
é a inclusao, temos

Hoj=Vo(idxxy V(fxg)).

2. Basta definir H: X x (AV B) — X por H(z,a,*) = F(z,a) ¢ H(z,*,b) = G(x,b).
Entao, se j: X V(AV B) - X x (AV B) é a inclusao, temos

Hoj=Vol(idxy VVo(fVg)). O

Exemplo 6.10. No segundo item da proposicao anterior, a composicao com a aplica-
cao folding V é importante. Dadas f e g aplicacoes ciclicas, a aplicacao f V g nao é,
necessariamente, ciclica.

A aplicacdo idgr : ST — S, por exemplo, ¢ ciclica, pois St é H-espaco, porém idg: Vidg:
nao é.

De fato, se idg1 Vidg: = idg1¢1 fosse ciclica, S*V.S! seria H-espaco pela Proposicao 6.8.
Assim, 7 (ST VvV St) = [S1, StV S seria grupo abeliano, pelo Coroldrio 3.12, mas isso nio
é verdade, como pode ser visto em [16, Lema 60.5].

Agora, apresentamos brevemente as aplicagoes cociclicas, discutidas em [13].

Definicao 6.11. Dizemos que uma aplicagao f: X — A é cociclica se existe uma apli-
cagdo F: X — XV Atal que joF ~ (idy x f)oA, onde j: X VA - X x A éa
inclusao.

Denotamos por DG(A, X) C [A, X] o conjunto das classes de homotopia de aplicagoes
cociclicas.

Note que se f é cociclica e f ~ g, temos jo F ~ (idx X f) o A ~ (idx X g) o A, isto
é, g também é cociclica.

Lema 6.12. Sejam f: X — A e 0: A — B aplicagoes. FEntdo, se f € cociclica, 0 o f
também €.
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Demonstragio. Seja F: X — X V A uma aplicagao tal que jo F' ~ (idx x f) o A. Entao,
se j': X VB — X x B ¢ a inclusdo, existe (idx V#)o F: X — X V B tal que

jlo(idxy VO)oF = (idy x0)ojoF ~(idy x0)o (idx x f)o A= (idx x o f) o A.

XVB x Vo XV A
(idx\/e)oF »
7 j
X X
(idxxeof)okj (idfo)oA\J
X xB : X x A =
1dx><9

Proposicao 6.13. Dado um espaco A, sdo equivalentes:
1. A é um co-H-espago,
2. idy € cociclica,
3. DG(X, A) = [X, A] para todo espago X .

Demonstragio. (1) — (2): Seja ¢c: A — AV A uma comultiplicacdo para A. Entao
joc~A=(idy x ida) o A, isto é, id4 é cociclica.
(2) = (3): Se f € [X,A], entdo f = foidy é cociclica pelo Lema 6.12, e temos

feDGX,A).
(3) = (1): Tomando X = A, temos que id4 € [A, A] é cociclica e, portanto, existe
uma aplicagao c: A — AV A tal que joc~ (idy Vidy) o A = A. O

6.2 Produto de Whitehead e Aplicacoes Centrais

Sejam A, B e X espagos. Dadas f: ¥A — X e g: ¥B — X aplicagoes, denote
ff=fo¥pa:X(AxB)—>Xeg =go¥pg: X(AXxB) - X,ondepy: AXxB— Ae
pr: A X B — B sao as projecoes. Denote

EF=f=d)+(f'+¢): Z(Ax B) = X,

lembrando que essa soma é induzida da estrutura de co-H-grupo da suspensao.
Como K|siaxs = (—=f — %)+ (f' + %) = —f' + f' =~ % e, analogamente, k'|s.xp) = *,
temos
K|save)y = K'|s(axousxp) = *.
Como a inclusdo (A V B) — ¥(A x B) é uma cofibragao, temos que existe uma
aplicagao k ~ k' com k|savp) = * e, assim, k induz

k:¥(Ax B)/S(AV B) =%(AAB) — X.

Definigio 6.14. A classe de homotopia [k] da aplicacio k serd denotada por [f, g] e serd
chamada produto de Whitehead de f e g.

Note que, quando dizemos que k induz k, afirmamos implicitamente que k = k o Xg,
onde q: A x B — A A B é a aplicacdo quociente. Isso serd importante na proposicao
a seguir, onde provamos que o produto de Whitehead é tinico (ou tnico a menos de
homotopia, quando pensamos em um representante).
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Proposigao 6.15. Sejamr,s: X(AxB) — X aplicagoes tais que r|savp) = * € S|xavp) =
. Considere as induzidas 7,5: X(AAN B) — X. Ser ~ s entdo [F] = [3].

Demonstragdo. Sejam j: AV B — A x B a inclusao, pi,ps: A x B — AV B dadas por
pi(a,b) = (a,*) e pa(a,b) = (*,b) para todo (a,b) € A x B. Denote p = Xp; + Xps.
Tomando (A V B) = YAV XB, temos (po Xj)|sa = idga + * >~ idsa e (po Xj)|sp =
* +idypp ~ idgp. Com isso, determinamos facilmente que p o Xj ~ idxayp). Assim,
Ep e} EQj = E(p o E]) ~ Zidg(AvB) = idZZ(A\/B) e temos (EZJ)* ¢) (Ep)* = id[ZJ?(A\/B),X}-
Logo, (X25)*: [X?(A x B), X| — [X%(AV B), X] ¢ sobrejetora, para todo espago X. Além
disso, da sequéncia coexata de j, obtemos a sequéncia exata

(E D (3q)*
—

[X2(A x B), X] —25 [¥%(AV B),X] —2= [Z2(AA B), X] (A x B), X]

e concluimos que Ker((3q)*) = {[*]}. Logo, (£¢q)* é injetora e, como
(Xq)"[F] = [F o Xg] = [r] = [s] = [ 0 Bq] = (X¢)"[4],
temos que [F] = [5], como queriamos. O

Proposicao 6.16. Se X é H-espaco, entio [f,g] = [*] para quaisquer f: XA — X e
g: 2B — X.

Demonstragao. Pelo Corolario 3.12, temos que [3(A x B), X| é abeliano. Portanto, k' =
(—=f"—4¢)+ (f' +¢') ~ = e temos que [f, g] = [*]. O

Lembre que o flat XbY é o subespago de P(X x Y') dos caminhos a: I — X XY tais
que (1) € X VY. Assim, é natural definir uma aplicagao avaliagdo L: XbY — X VY
por L(a) = a(l) para todo a € X b Y.

Lema 6.17 ([6, Lema 5.1]). Sejam X e Y espagos com o tipo de homotopia de CW-
complezos enumerdveis, L: XbY — X VY a avaliagio ¢ R: XQZ — Z a aplicacio dada
por R(a,t) = «(t). Entdo, existe uma equivaléncia de homotopia ¥ tal que o diagrama

S(QX A QY) [RoSQf,RoxNg]

| H

XbY—>X\/Y*>Z\/Z*>Z

comuta, a menos de homotopia, para quaisquer aplicacoes f: X — Z eqg: Y — Z.

Demonstragio. Seja q: QX QY — X(QX AQY) a equivaléncia de homotopia da Propo-
sicao 5.27(2), dada por ¢(«, 8, s) = ((«, ), s). Considere também W: QX xQY — XbHY
a aplicacao dada por W{a, f,s) = (min(1,2 — 2s)a, min(2s, 1)), que é uma equivaléncia
de homotopia segundo [6, p. 302].
Sendo A a inversa homotépica de ¢, tome 9 = Wo A, e defina H: (QX *xQY)xI — Z,

por
foa(4(s+ 1)), se s < t/4,

(i(s—i)), set/4<s<1/2
foa(z(s+51), sel/2<s<1-—t/4,

( +12)),  sel—t/4<s.
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Mostraremos que H é homotopia entre Vo (fV g)o LoW e [Ro XQf, Ro XQg|oq.
Assim teremos

Vo(fVvg)oLoW =Vo(fVg)oLoWoA ~[RoXQf, RoXQglogoA ~ [RoXQf, RoXQyg],

o que concluird a demonstragao.
Note que, para todo (a, 3,s) € QX QY et =0,

foa(l) ==, se s <0,
o (3(2s), se 0 <s<1/2,
(o 8,,0) = 4712 /
foa(=2s+2), sel/2<s<1,
gopB(l)=x  sel<s,
go [(2s), se 0 <s<1/2
| foa(—2542), sel/2<s<1

Para s < 1/2, temos min(1,2 — 2s) = 1 e min(2s, 1) = 2s. Assim, nesse caso temos

Vo(fVg)oLoW(a,B,s)=Vol(fVg)olL(x,2sB)
= Vo (fVg)a(l),B(2s)) = V(f(*),9(8(2s))) = g o B(2s).

Logo, se s < 1/2, temos Vo (fVg)oLoW({a,B,s) = H({«a, ,s),0). Mostramos a mesma
igualdade para o caso s > 1/2 analogamente.
Por outro lado, para t = 1, temos

foa(4s), se s <1/4,
gofB(4s —1), se 1/4 <s<1/2,
foa(—4s+3), sel/2<s<3/4,
gopf(—4s+4), se3/4<s.

H((e, 3,5),1) =

Denotando Hy: QX % QY — Z a aplicagdo dada por Hi{a,(,s) = H({«x,[,s),1) e
K:3(QX ANQY) — Z a aplicagdo dada por

foa(ds), se s < 1/4,
K({(o. B).5) = gofB(ds —1), se 1/4 <s<1/2,
foa(—4s+3), sel/2<s<3/4,
gofB(—4s+4), se3/4<s,
verifica-se imediatamente que H; = K oq.

Além disso, denotando [/ = RoXQ foXpgx, onde pox: QX xQY — QX é a projegao,
temos que para todo ((«a, ), s) € B(QX xXY), f'{(«a, ), s) = foa(s). Fazendo o mesmo
para ¢’ = R o XQg o ¥pqy, verificamos que ¢'((«, ), s) = g o (5(s).

Assim, temos que K((a, 3),s) = ((f'+ ¢ )+ (=f" —¢)){(c, ), s) para todo a € QX
feQY es el Logo, K éinduzida por (f' 4+ ¢') + (—f' — ¢') e concluimos que K é o
produto de Whitehead [R o XQ f, R o ¥Qg]. Portanto, como H; = K oq=[RoXf Ro
¥Qg] o q, temos que H é, de fato, a homotopia prometida. n
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Aplicagoes Centrais

Definigao 6.18. Sejam (G, m, ) um H-grupo, A um espago, p1: G x A — G e py: G X
A — A as projecoes. Entao, dizemos que uma aplicagao f: A — G é central se
prtfopr—pr— fopy >
Lema 6.19. Se f: A — G ¢ central, entdo:
1. f pertence ao centro de [A, G].

2. f o0 é central, para qualquer aplicacio 0: B — A.

Demonstragdo. 1. Sejam j1: G — G x Ae jo: A — G x A as inclusoes. Entao, para
toda g € [A, G|, temos g =p1 o (g xida)oAyge f= fopyo(gxids)o Ay Logo,
temos

g+f—g9g—f=W+fopo—pi—fop)o(gxida)oAy=x,
ou seja, [f] comuta com qualquer [g] € [A, G].

2. Basta notar que
pr+(fobf)opy—pi—(fob)ops
=pyo(idg x0)+ fopyo(idg x0)—pio(idg x0) — fopyo (idg x 0)
= (p1+ fopa—p1— fopa)o(idg x 0) = x
para toda aplicacao 6: B — A. n
A proposigao a seguir foi adaptada de [7, Proposigao 2.3].
Proposicao 6.20. Sejam A e X espagos com o tipo de homotopia de CW-complexos

enumerdveis e f: A — X uma aplicagdo. Entdo QLf € central se, e somente se, a composta
XbAL xvaA xyx Y x
¢ homotopicamente nula, onde L € a avaliacdo.

Demonstragio. Defina ¢: QX x QA — QX por p(a,p) = (a+ fo )+ (—a— fop).
Note que ¢ é justamente a aplicacao p; + (2f) o pa — p1 — (2f) o p2 dada na defini¢ao de
aplicagao central. Portanto, Q2f é central se, e somente se, ¢ =~ x.

Defina ¢’: L(Q2X x QA) — X por ¢'{a, ,t) = p(«, 5)(t). Note que, pelo isomorfismo
adjoint, k.[¢'] = [¢] e, portanto, temos que ¢ ~ * se, e somente se, ¢’ ~ x.

Denotando, como na demonstracdo do Lema 6.17, f/ = R o XQf o Ypags e id’ =
R o XQidyx o Xpax, temos

@, B,t) = ((a+ foB)+ (—a— fop))t)

a(4t), set <1/4,
| foBlat—1), sel/a<i<1/2,
) a(—4t +3), se 1/2 <t < 3/4,
fop(—4t+4), se3/4<t,
R o XQidy o Ypox («, 3, 4t), set <1/4,
_ JRoXQf o ¥paala, 8,4t — 1), se 1/4 <t <1/2,
V| RoXQidy o Spax(a, B, —4t +3), se 1/2 <t < 3/4,
RoXQf o Ypaala, B, —4t + 4), se 3/4 <,

= ((id"+ f) + (=id" = f))a, B,1).
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Logo, ¢ induz o produto de Whitehead [id’, f'] = [R o XQidx, R o Xf] e temos, pelo
Lema 6.17, que ¢’ =~ % se, e 80 se, a composta V o (idx V f) o L ~ x. O

Corolario 6.21. Sejam A e X espacos com o tipo de homotopia de CW-complexos enu-
merdveis. Se f: A — X é ciclica entao QUf é central.

Demonstragao. Considere o diagrama

XbhA—L o xvA Y xyx

T Tk

P(XVA) - XxA--—-F X

onde o quadrado da esquerda é o pullback. Como f é ciclica, sabemos que existe F': X X
A — X de modo que o quadrado da direita comuta. Logo, Vo (idx V f)oL = Fopou e,
como P(X V A) é contratil, temos que u ~ x e, consequentemente, V o (idy V f) o L ~ x.
O resultado agora segue da proposi¢ao anterior. O]

Com esse corolario, finalizamos o texto conectando aplicagoes ciclicas e centrais, uti-
lizando os dois resultados de T. Ganea apresentados nesse capitulo.
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