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Resumo

O objetivo deste trabalho ¢ estudar Transformacoes de Mdébius arbitrarias por meio
de transformagoes mais simples. Um estudo detalhado de inversao geométrica é real-
izado com o objetivo de estudar a inversao complexa. Apresentamos o comportamento
das Transformagoes de Mdbius no infinito e as classificamos em eliptica, hiperbodlica,

loxodréomica e parabdlica.

Palavras-chave: Transformacao de Mobius, Inversao, Projecao estereografica.






Abstract

The aim of this work is the study of arbitrary Mobius transformations by use of
simpler ones. A detailed study of geometric inversions is done to well understand
complex inversions. We present the behavior of Mobius transformations at infinity and

classify them as elliptic, hyperbolic, loxodromic, and parabolic.

Keywords: Mo&bius transformation, Inversion, Stereographic projection.
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Introducao

Ao estudar as transformacoes observamos que as mesmas representam um papel im-
portante em varias dreas da Matematica, assim como, na ciéncia de modo geral. Essa
importancia apoia-se no fato das transformacoes tornarem possivel converter problemas
aparentemente complicados em problemas anédlogos, mas com solugoes mais simples.
August Ferdinand M&bius, matematico alemao que nasceu em 1790 e morreu em 1868,
introduziu o que hoje conhecemos por transformacao de Mobius, uma transformacao de
C em C, que pode ser vista como composicao de transformagoes complexas mais sim-
ples, como por exemplo, translagao, rotagao, homotetia e inversao. Estas composi¢oes
tornam mais claras algumas propriedades das transformacoes de M&bius.

Neste trabalho, estudaremos as transformacoes de Mébius por meio do estudo dessas
transformacoes mais simples. Veremos que o conjunto das transformacgoes de Mobius
forma um grupo com a operagao composicao, que as mesmas sao conformes e que pode-
mos associa-las a uma matriz quadrada complexa de ordem 2. Também, verificaremos
que estas transformagcoes preservam angulos.

Por meio da inversao geométrica mostraremos que uma transformagao de Mobius
aplica circunferéncias generalizadas em circunferéncias generalizadas, mas nao neces-
sariamente circunferéncias em circunferéncias ou retas em retas, pois estas podem ser
trocadas.

Outra propriedade interessante que veremos é a preservacao da razao cruzada, isto
é, se uma transformacao de Mobius aplica quatro pontos distintos z1, 29, 23, 24 em

quatro pontos distintos wq, wsy, w3, wy, respectivamente, entao

(21 - 23)(22 - 24) _ (w1 - wg)(w2 - w4)
(22 - 2’3)(21 - Z4> (wz - w3)(’w1 - w4)'

Também estudaremos a classificacao das transformagoes de Mobius em quatro tipos,
a saber, eliptica, hiperbolica, loxodromica e parabdlica. Tal classificacao leva em conta
a existéncia de pontos fixos para estas transformacoes, e faz uso de um ntimero complexo
m associado a elas, chamado de multiplicador.

Esse trabalho esta dividido da seguinte forma:

No capitulo 1, apresentaremos a inversao geométrica definida no plano. Mostraremos
que esta inversao aplica circunferéncia em circunferéncia e que preserva angulos. Gen-

eralizaremos para o espaco os conceitos de inversao no plano e finalizaremos o capitulo
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com trés propriedades da inversao: um problema sobre circunferéncias tangentes, uma
propriedade de quadrilateros com diagonais ortogonais e o Teorema de Ptolomeu.

No capitulo 2, mostraremos uma relacao entre um plano II e uma esfera X, através
da projecao estereografica. Faremos a transferéncia de fungoes de C em C para uma
funcao de X em X, e com isso examinaremos o comportamento das funcoes no infinito.

No capitulo 3, definiremos as transformacgoes de Mobius e mostraremos algumas
de suas propriedades interessantes, como por exemplo, uma estrutura de grupo no
conjunto destas transformacoes.

No capitulo 4, daremos um tratamento matricial as transformacoes de Mobius e
utilizaremos ferramentas da Algebra Linear, como por exemplo, autovalores e autove-
tores.

Por fim, no capitulo 5, estudaremos a existéncia de pontos fixos para estas trans-
formacoes, com o objetivo de classifici-las de acordo com a quantidade destes pontos.
Definiremos o que vem a ser uma transformacao eliptica, hiperbélica, loxodrémica e
parabolica, e estudaremos o comportamento geométrico destas ao redor de um ponto
fixo.

A referéncia adotada para este trabalho é [1]. O leitor também pode consultar
2, 3, 4].



1 Inversao Geométrica

Neste capitulo apresentaremos uma transformacao geométrica do plano no plano,
a saber, a inversao geométrica. Mais precisamente, fixaremos uma circunferéncia C
de raio R e centro g e com isso definiremos o inverso geométrico, em relacao a C, de

qualquer ponto diferente de q.

Definicao 1.1. Seja C uma circunferéncia de raio R e centro q. Dado p # q perten-
cente ao plano, seja p a distancia de q a p. Definimos p = Z¢(p), o inverso geométrico
de p em relacao a C, como sendo o ponto no mesmo sentido de q para p cuja distdncia

¢ R?/p de q.

Observe que, se p pertence a C, entdao p = p; e que, se a distancia de g a p é maior
que R, entao a distancia de ¢ & p é menor que R, e vice-versa. A figura 1.1 abaixo

ilustra esse fato.

Figura 1.1: Inversao geométrica em relacao a uma circunferéncia

Podemos fazer uma analogia entre a inversao Zx em relacao a uma circunferéncia K
e a reflexdo R em relagdo a reta L. Para isso, vamos observar as figuras 1.2a e 1.2b.

Notemos que:
(i) a reta L separa o plano em duas partes das quais sdo trocadas por Rp(z);
(ii) Cada ponto da reta L permanece fixo;
(iii) a aplicacdo R (z) é a sua propria aplicagao inversa, ou seja, Rp(z) o Rp(z) é a

aplicacao identidade.
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Inversao Geométrica

o
nNo

Ry Ix

(a) (b)

Figura 1.2: Analogia entre reflexao R e inversao Zx

Ao

Consideremos agora um ponto z e sua reflexao z = R (z) em L. Tal par é chamado
de “imagem refletida” ou “simétricos em relacao a L”. Ou seja, a reflexao faz com que
cada par de pontos troque de lugar. Agora, analisando os triangulos sombreados na
figura 1.2b vemos que, quanto maior for a razao entre o raio de K e a distancia de z a
IC, mais o efeito de Zx se parece com o de Ry. Por essas razoes, também chamamos
Tx de reflexdao em relagao a uma circunferéncia e os pares de pontos z e zZ = Zx(2) sao
chamados de simétricos em relacao a C.

A seguir, apresentamos duas propriedades simples da inversao geométrica.

Propriedade 1.2. Se a inversao em relacdo a uma circunferéncia com centro em g
aplica dois pontos a e b (ambos diferentes de ¢) em a e b respectivamente, entao os

triangulos agb e qui sao semelhantes.

Demonstracao. Seja C uma circunferéncia de centro ¢ e raio R. Sejam a e b dois
pontos distintos tais que a, b e ¢ ndo sejam colineares, e sejam a = Z¢(a) e b =
Zc(b) suas respectivas imagens sob a inversao em relagao a C. Da definigao, sabemos
que d(q,a)d(q,a) = R* = d(q,b)d(q,g) e observando o angulo comum Zagb = égq&“

obtemos,

~ T d(Qva) _ d(Qv b)
d(g,a)d(q,a) = d(q,b)d(q,b) = 100 " dq.3)

como pode ser observado na figura 1.3. [

Figura 1.3: Triangulos semelhantes Aagb ~ qua
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Propriedade 1.3. Sejam a e b dois pontos arbitrarios e @ = Z(a) e b = Zic(b) suas

respectivas imagens sob a inversao em relacao a K. Entao, a distancia entre as imagens

é dada por
= R? )
d(a,b) = | ——— | d(a,b).
@?) (d(q, a)d(q,b) (@)
Demonstracao. Usando os triangulos semelhantes da propriedade anterior temos

d(a,b) d(q,b) d(q,b)d(q,b) R?

d(a,b)  d(q,a) d(q,a)d(q,b)  d(q,a)d(q,b)

d(@,b) = (ﬁ;(q’b)) d(a,b).

e dai obtemos

1.1 Invertendo circunferéncias

A partir de agora usaremos o termo “reta furada L” para fazer referéncia ao conjunto
L—{q}, sempre que o centro de inversao ¢ pertencer a reta L. Deste modo, abusaremos
da notacao e indicaremos a imagem de uma reta furada do mesmo modo que indicamos
a imagem de uma reta qualquer, ou seja, Zx(L). Analogamente, usaremos o termo
“circunferéncia furada C”.

Consideremos uma reta L que passa pelo centro g de uma circunferéncia K. Pela
definicao de Zx ¢é claro que Zx aplica a reta furada L nela mesma, o que podemos
escrever como Zx (L) = L. Dessa forma, Ty troca as partes de L interiores e exteriores
a IC e os tinicos pontos de L que permanecem fixos sao os dois pontos onde L intercepta
IC.

A proposicao a seguir nos diz o que acontece com uma reta L que nao passa pelo

centro ¢ de K ao ser invertida em relacao a IC (ver figura 1.4).

Proposicao 1.4. Se uma reta L nao passa pelo centro q de uma circunferéncia K,

entao a inversao em relacao a IC aplica L em uma circunferéncia furada.

Demonstracao. Sejam b um ponto arbitrario da reta L e a o ponto de intersecao de L
com a reta perpendicular passado por ¢q. Da Propriedade 1.2 temos que Zgba = Zqgab =

™ 7 . . N ~ .
5 Portanto, b esta na circunferéncia onde o segmento de reta qa é o seu diametro. [J

Observagao 1.5. A inversao de uma circunferéncia furada, em relagao a IC, é uma reta.
De fato, pela demonstracao anterior os inversos de a e b sempre formam um triangulo
retangulo com o ponto ¢, portanto a reta que passa por a e b sempre é perpendicular a
reta que passa por ¢ e a. Como b & arbitrario e esta reta perpendicular é tnica, segue

o resultado.
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Figura 1.4: Inversao de uma circunferéncia furada

Em resumo, podemos dizer que a inversao Zy permuta circunferéncias furadas com
retas (mas nao retas furadas).

Note que a reta ga contém o diametro da circunferéncia e, é perpendicular & reta
L. Portanto, a reta tangente a esta circunferéncia em ¢ é paralela a L.

O proximo resultado diz respeito a inversao de uma circunferéncia que nao passa

pelo centro de inversao.

Teorema 1.6. Se uma circunferéncia C nao passa pelo centro de uma circunferéncia

IC, entao a itnversao em relacao a IC aplica C em uma circunferéncia que nao passa

por q.

Demonstracao. Sejam K uma circunferéncia de centro g e C outra circunferéncia que
nao passa pelo centro ¢ de IC. Consideremos os pontos a ¢ b em C de modo que sejam os
extremos de um diametro de C, e colineares com o centro ¢q. Assim, temos um angulo
reto em um ponto ¢ de C (¢ # a e ¢ # b). Sejam a, be¢as imagens de a, b e ¢
respectivamente. Da Propriedade 1.2 temos que os angulos gac e gca sao congruentes,
bem como os angulos gbc e qu. Em seguida, considerando o triangulo abc, observamos

T
que o angulo gac é igual a soma dos angulos acbh e cba. Segue que Lach = > e portanto,

a e b sao as extremidades de um diametro de uma circunferéncia passando por ¢. [

/\

Figura 1.5: Inversao de uma circunferéncia
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1.2 Invertendo pontos por meio de circunferéncias or-

togonais

Nesta secao em varios momentos serd necessaria a construcao de circunferéncias
ortogonais a uma circunferéncia fixada IC. Porém, vale ressaltar que nao existe uma

tal circunferéncia contendo o centro de K.

Definicao 1.7. Duas circunferéncias sao ditas ortogonais se, elas se interceptam for-

mando dngulos retos, ou seja, se seus raios sao perpendiculares no ponto de interseccao.

Proposicao 1.8. A inversao de uma circunferéncia C ortogonal a IC, em relacao a IC,

€ a propria circunferéncia C.

Demonstracao. Considere uma circunferéncia K, de centro ¢ e raio R, e uma circun-
feréncia C interceptando K perpendicularmente nos pontos a e b, isto &, a reta T
tangente & C em a, por exemplo, passa por ¢ (ver figura 1.6a). Sabemos que os pontos
a e b permanecem fixos quando invertidos em relacao a K. Considere um ponto z,
em C, e a semirreta passando por ¢ e z. Esta semirreta interceptard C em um ponto
Z'. De acordo com o valor da poténcia de ¢ com respeito a circunferéncia C, temos
d(q,2)d(q,7") = d(q,b)? = R? = d(q,a)?, o que caracteriza 2’ como sendo o inverso de
z em relacdo a K. Mas, existe apenas uma circunferéncia passando por a, b e 2/, a

propria C, de onde segue o resultado. O

A figura 1.6a ilustra duas consequéncias imediatas deste resultado. A primeira é
que o disco delimitado por C também é aplicado em si mesmo e a segunda é que a
reta passando por g e pelo ponto z de C, intercepta C pela segunda vez no ponto de

inversao z.

(a) Invariancia de C pela inversao Zx (b) Inversdo de z por meio de intersegio

de circunferéncias ortogonais a K

Figura 1.6: ITlustracao para as Proposicoes 1.8 e 1.9
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Outra consequéncia é a construcao geométrica mostrada na figura 1.6b:

Proposicao 1.9. A imagem z de z sob a inversao em relagao a IC é o sequndo ponto

de interseccao de quaisquer duas circunferéncias que passam por z e que sao ortogonais
a k.

Demonstracao. A prova é simples. Dado um z # ¢, basta tomar duas circunferéncias
Ci e Cy ortogonais a K contendo z. Assim, z deve pertencer a C; e a Cy, pois ambas

sao invariantes. OJ

1.3 Preservacao de angulos

Nesta secao, definiremos angulo entre duas circunferéncias e mostraremos que a

inversao geométrica preserva estes angulos.

Definicao 1.10. Sejam C; e Cy duas circunferéncias que se inteceptam em um ponto
p. Definimos o dngulo entre C; e Co em p como sendo o dngulo agudo 6 de Ty para
T,, nesta ordem, onde T\ e Ty sdo as retas tangentes as circunferéncias C; e Cy em p,
respectivamente.

Analogamente, se L é uma reta que intercepta C; em p, o dngulo entre L e Cq € o

dngulo agudo 0 de L para T, nesta ordem.

Proposigao 1.11. Sejam C uma circunferéncia e, Ky e Ko circunferéncias ortogonais
aC. Dadop € Ki1NKs, sejam Ty e Ty as tangentes a K1 e Ko, em p, formando dngulo

agudo 6. Entao, o dngulo agudo entre as tangentes a IC1 e Ky em p também € 0.

Demonstracao. A prova é simples e portanto daremos apenas uma ideia (ver figura 1.7).
Sendo T; e T] as tangentes a IC; em p e p, respectivamente, mostramos primeiramente
que estas duas retas formam angulos congruentes com a semirreta de origem ¢ passando

por p. Por fim, basta comparar estes angulos com o angulo 6. O

Figura 1.7: Preservacao de angulos pela inversao
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Na figura 1.8a, os pontos a e b sao simétricos em relacao a reta L. Fazendo uma
reflexdo em relacao a reta M, obtemos os pontos a e b bem como uma reta L. Assim,
pode-se provar, por meio de congruéncia, que a e b sdo simétricos em relagao a L. Ou
seja, pontos simétricos em relacao a uma reta L sao refletidos em pontos simétricos em

relacao a reflexao de L.

M

(a) Reflexao em relagdo a M, de (b) Inversdo em relacdo a C, de pontos simétricos

pontos simétricos em relacao a L em relagdo a I

Figura 1.8: Propriedades analogas para Ry, e Z¢

Mostremos agora que a reflexao de uma circunferéncia em relagao a uma circunfer-

éncia também possui propriedade similar.

Propriedade 1.12. Sejam C e K duas circunferéncias. Dados a e b = Zx(a), sejam
@ =1Zc(a) e b=Te(b). Entdo b= Zg(a), onde K = Z(K).

O resultado acima é consequéncia da Proposi¢ao 1.9 e da proposigao a seguir.

Proposicao 1.13. A inversao aplica um par de circunferéncias ortogonais em um par

de circunferéncias ortogonais.

Demonstracao. Dividiremos a demonstracao em trés casos. Fixemos C como sendo a

circunferéncia de inversao, com centro em q.

Caso 1: suponhamos que as duas circunferéncias ortogonais Iy e Ky nao passem pelo
centro de inversao ¢q. Dadas as tangentes T} e T5 a estas duas circunferéncias formando
um angulo 6 = 7/2, construimos duas circunferéncias X; e X5, ambas ortogonais a
C, tendo T7 e T, como suas tangentes em p. Pela Proposi¢ao 1.11, o angulo entre as

tangentes 7] e Ty, & X} e A em p também ¢ 6.

Caso 2: suponhamos que as duas circunferéncias ortogonais K; e Ky passem pelo
centro de inversao g. Ja sabemos portanto que seus simétricos sao retas concorrentes
em p. O resultado segue de modo analogo ao caso 1, apenas observando que estas duas

retas sao na verdade as tangentes 77 e T7.
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Caso 3: suponhamos que Ky passe pelo centro de inversao mas nao K. Nesta caso

a demonstragao é analoga ao Caso 2. O]

A Propriedade 1.12 pode ser agora entendida. Observando a figura 1.8b temos
que as circunferéncias tracejadas passando por a e b sao ortogonais a K e que suas
respectivas imagens pela inversao em relagdo a C sao ortogonais a K. Portanto, se

interceptam em um par de pontos inversos em relacao a /C.

1.4 Inversao em relacao & uma esfera

Nesta secao, obteremos resultados analogos aos obtidos até o momento, que tratam
da inversao em relacao a uma esfera. Por exemplo, considerando a figura 1.4, se a
rotacionarmos (no espago) ao redor da reta por ¢ e a, obteremos a figura 1.9, onde a
esfera de inversao £ é obtida pela rotacao da circunferéncia de inversao K e o plano II

é obtido pela rotagao da reta L.
‘
wr‘

iy

Figura 1.9: A inversao de uma esfera contendo ¢, em relacao a esfera £, é um plano II

IT

Seguindo esta analogia, a definicao abaixo surge naturalmente.

Definicao 1.14. Seja € uma esfera de raio R e centro q. Se p # q € um ponto do
espaco a distancia p de q, entao Zg(p) € o ponto da semirreta de q para p 4 distdncia
R?*/p de q. A aplicagio Lg é chamada de inversio do espago tridimensional em rela¢do

a esfera €.

Observamos que, assim como no caso plano, o centro de inversao nao pode ser
invertido. Portanto continuaremos a fazer uso do termo “furado” para excluirmos o
ponto g do conjunto com o qual estivermos trabalhando.

O primeiro resultado que é facilmente generalizado para o espaco é o seguinte:

Propriedade 1.15. Sob a inversao em relacao a uma esfera centrada em ¢, um plano

IT que nao contém ¢ é invertido em uma esfera furada, e cujo plano tangente neste
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ponto é paralelo ao II. Reciprocamente, uma esfera furada é invertida em um plano

paralelo ao plano tangente a esfera em ¢ por q.

Outro resultado generalizado pode ser obtido se rotacionarmos a figura 1.5 ao redor

da reta por ¢ e a. Mais precisamente temos que:
Propriedade 1.16. A inversao Z¢ aplica esfera em esfera.

Nao apenas esferas ou planos podem ser invertidos por Zg. Se tomarmos uma
intercecao de duas esferas, obteremos uma circunferéncia no espaco, que pode entao
ser invertida. Assim, aplicando a Propriedade anterior a estas esferas, deduzimos o

seguinte:

Propriedade 1.17. Sob a inversao Zg, a imagem de uma circunferéncia C ¢ uma
circunferéncia. Se C é furada, entao sua imagem ¢é uma reta paralela a reta tangente

de C em gq.

Demonstracao. De fato, basta considerarmos a circunferéncia C como sendo uma in-
tersecdo de duas esferas, e assim, Zg(C) sera a interse¢do das inversoes destas esferas,

e portanto, serd uma circunferéncia. ]

A estreita ligagao entre a inversao em relagao a uma circunferéncia e a reflexao
em relacdo a uma reta também persiste: reflexao em um plano é um “caso limite” de
inversao em relacao a uma esfera.

Uma propriedade analoga a Propriedade 1.12 também existe para o caso tridimen-

sional. Mais precisamente:

Propriedade 1.18. Seja S um plano ou uma esfera, e sejam a e b pontos simétricos
em relacdo a §. Sob a inversao Zg em relacao a qualquer plano ou esfera £, as imagens

de a e b sao simétricas em relagao a imagem de S.

A seguir, descrevemos brevemente as etapas que levam a este resultado, observando
que sao analogas as utilizadas para a obtencao do resultado bidimensional.

Observando a figura 1.6a, se a rotacionarmos em torno da reta que contém os
centros de K e de C, obteremos duas esferas, £ e S, respectivamente. Assim, deduzimos

naturalmente que:

Propriedade 1.19. Sob a inversao em relagao a uma esfera £, cada esfera S ortogonal

a & ¢é aplicada nela mesma.

Quando dizemos que esferas sao ortogonais queremos dizer que seus planos tan-
gentes sao ortogonais em cada ponto de suas circunferéncias de interseccao. No entanto,
a fim de ilustrarmos os objetos envolvidos nos resultados anteriores, vamos reformular

esta descricao tridimensional em termos bidimensionais:
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Propriedade 1.20. Sejam S; e S; duas esferas que se interceptam e sejam C; e Co
circunferéncias formadas pela intersec¢do de S; e Sy com um plano IT (passando pelos
centros das esferas). Entao, S; e Sy s@o ortogonais se, e somente se, C; e Cy 530
ortogonais.

A figura 1.10 nos ajuda a ver que, se restringirmos a atencao ao II, entao a inversao
tridimensional em relacao a §; é idéntica & inversao bidimensional em relacao a Cj.
Essa maneira de visualizar a inversao em relagao as esferas nos permite generalizar os

resultados anteriores rapidamente.

S ! S i S

Figura 1.10: Inversao bidimensional vista a partir da inversao tridimensional

Por exemplo, referindo-se a figura 1.6b, descobrimos que se p encontra-se em II,
entdo p = Zs, (p) pode ser construido como o segundo ponto de intersecgao de duas
circunferéncias quaisquer como Cy que: (i) estdo contidas em II; (ii) sdo ortogonais a
Cy; (iii) passam por p.

Suponha que §; e Sy (esferas ortogonais da figura 1.10) sdo submetidas a inversao
em relacao a uma terceira esfera £. Seja Il o tnico plano passando pelos centros de
S1, S e £, e seja C a circunferéncia na qual £ intercepta II. Uma vez que Z¢ aplica C;

e Cy em circunferéncias ortogonais (pois C; L Cy), deduzimos rapidamente que:

Propriedade 1.21. A inversao em relagao a uma esfera £ aplica esferas ortogonais

em esferas ortogonais.

Observacao 1.22. A Propriedade 1.19 é um caso especial do resultado acima. Basta
tomar § = 51 e £ = 5. Assim, Zg preserva £ e aplica S em uma esfera ortogonal a £.
Como Z¢(C) = C, onde C = SN &, a tnica possibilidade é Zg(S) = S.

Observacao 1.23. Ao considerarmos um plano como sendo um “caso limite” de esferas,

vemos que os trés ultimos resultados acima, de fato, nos levam a Propriedade 1.18.

1.5 Algumas aplicacoes de inversao

A seguir apresentamos trés aplicacoes de inversao. A primeira trata do efeito da
inversao em uma cadeia de circunferéncias tangentes; a segunda lida com quadrilateros

de diagonais ortogonais; a terceira apresenta o Teorema de Ptolomeu.
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Um Problema sobre Circunferéncias Tangentes. Para o nosso primeiro prob-
lema, consideremos a figura 1.11, onde imaginamos que sao dadas duas circunferéncias
A e B que sao tangentes em ¢. Construimos agora a circunferéncia Cy que é tangente
a A e B e cujo centro situa-se na reta horizontal L que passa pelos centros de A e B.
Finalmente, construimos a cadeia de circunferéncias C;, Cs, Cs, e etc, tais que C,4q €
tangente a C,, A e B.

Assim, obtemos dois resultados sobre esta cadeia de circunferéncias:

(a) Os pontos de contato da cadeia Cy, Cy, C, etc, ficam todos em uma circunferéncia

(tracejada) que tangencia A e B em q.

(b) Se o raio de C, é r,, entdo a distancia do centro de C,, & L é 2nr,. A figura 1.11

ilustra esse fato na circunferéncia Cs.

Figura 1.11: Cadeia de circunferéncias tangentes

A inversao nos permite demonstrar estes resultados de uma s6 vez. Na figura 1.11,
temos uma tnica circunferéncia K centrada em ¢, ortogonal & C3. Assim a inversao em
relacao a K aplica C3 nela mesma, e A e B em retas verticais paralelas, como mostrado

na figura 1.12.

Figura 1.12: Inversao da cadeia de circunferéncias tangentes
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Uma Propriedade de Quadrilateros com Diagonais Ortogonais. A figura 1.13
mostra um quadrilatero cujas diagonais se interceptam ortogonalmente em ¢q. Se re-
fletirmos ¢ em relacao a4 cada um dos lados do quadrilatero, obteremos quatro novos

pontos. Por esses quatro pontos temos uma circunferéncia.

Figura 1.13: Quadrilatero com diagonais ortogonais

Para demonstrar o resultado usando a inversao, primeiro representamos a reflexao
de q em relagao a um lado, como o segundo ponto de interseccao de duas circunferéncias
por ¢ cujos centros sao os vértices deste lado (ver figura 1.14). Como as diagonais sao
ortogonais, cada par de circunferéncias centradas nos vértices de uma mesma aresta se
interceptam ortogonalmente, tanto em ¢ quanto na reflexao de ¢q. Daqui resulta que,
se aplicarmos uma inversao em relacao a qualquer circunferéncia IC de centro ¢, entao
um tal par de circunferéncias ortogonais sera aplicado em um par de retas ortogonais,
paralelas as diagonais do quadrilatero (parte direita da figura 1.14). Assim, as imagens
das quatro reflexdes de ¢ sao os vértices de um retangulo e portanto, pertencem a uma
circunferéncia C. Por fim, Zic(C) é uma circunferéncia que contém as quatro reflexoes

de gq.

/ N N . ' inversao

-
<
N
\
N
O—wmy
Q
’
.
-

Figura 1.14: Inversao das circunferéncias tangentes em ¢

O Teorema de Ptolomeu. A figura 1.15a apresenta um quadrilatero abed inscrito
em uma circunferéncia. Ptolomeu descobriu que “em um quadrilatero inscritivel, a

soma dos produtos dos lados opostos é o produto das diagonais”. Em simbolos

d(a,d)d(b,c) + d(a,b)d(c,d) = d(a,c)d(b,d).
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Invertendo a figura 1.15a em relacao a uma circunferéncia K centrada em um dos

vértices (digamos a), obtemos a figura 1.15b, com E, c, Jcolineares, e portanto

d(b,¢) + d(@ d) = d(b,d). (1.1)

Figura 1.15: O Teorema de Ptolomeu

Lembrando que a propriedade 1.8 nos diz como a distancia entre dois pontos in-
vertidos esta relacionada com a distancia entre os pontos originais, e assumindo que a

circunferéncia K tem raio R, obtemos

~ R2
100 = e vyt
d(E, Cfiv) = Wd((f, d) €
d(b,d) = R—zd(b, d).

d(a, b)d(a, d)
Substituindo em (1.1) deduzimos que

db,e)  dled) _dbd)
d(a,b)d(a,c)  d(a,c)d(a,d)  d(a,b)d(a,d)

b)d
Multiplicando ambos os lados por d(a,b)d(a,c)d(a,d), chegamos ao Teorema de

Ptolomeu.






2 Plano Complexo Estendido

Este capitulo apresenta uma relacao entre um plano II e uma esfera Y, através
da projecao estereografica. Também identificaremos o plano Il com o plano complexo
C, com o objetivo de obtermos a projecao estereografica em termos de coordenadas.
Veremos como transferir uma funcao de C em C para uma funcgao de ¥ em 3, e com

isso examinar o comportamento de funcoes no infinito.

2.1 Projecao estereografica

Nesta secao, estabeleceremos uma correspondéncia biunivoca entre uma esfera fu-
rada (ou seja, uma esfera menos um de seus pontos) e um plano. Inicialmente, consid-
eremos uma esfera > de raio unitario e centro O, e seja II um plano passando por O.
Para associarmos os pontos de Y a pontos de II, primeiro tomamos o diametro N.S da
esfera, perpendicular ao plano II em O. Entao, dado p € ¥ — {NN}, construimos a reta
Np, que intercepta o plano II em um tnico ponto p.

A construcao acima fornece a correspondéncia desejada, chamada de “projecao es-
tereografica”, entre os pontos de ¥ — {/N} e os pontos do plano II.

O contexto deixara claro se a projecao deve ser considerada como fun¢ao de ¥ —{N}

para II, ou vice-versa.

Figura 2.1: Projecao estereografica de uma circunferéncia furada em N

A figura acima ilustra algumas propriedades da projecao estereografica, como por

exemplo:

33
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(i) o interior da circunferéncia unitaria do plano IT é aplicado sobre o hemisfério sul

(que contém S) de X, em particular, O é aplicado em S (chamado de polo sul);
(ii) cada ponto da circunferéncia unitaria do plano II é aplicado nele mesmo;

(ili) o exterior da circunferéncia unitaria do plano II é aplicado sobre o hemisfério

norte de Y, exceto o polo N que nao é imagem de nenhum ponto do plano.

Notemos que, quando p se aproxima de N, a reta Np “tende a ser paralela” ao
plano Il e portanto a projecao p se distancia de O. Também, qualquer plano a que
contém N e nao é paralelo ao plano II, intercepta ¥ em uma circunferéncia C. Assim,
se p € C, p# N, areta Np estd contida em o de modo que a projecao p esta contida

na intersecao o N II, que é uma reta. Isto mostra que:

Proposicao 2.1. A projecio estereogrifica de uma circunferéncia C furada em N €

uma reta L contida em II.

Note que, como o plano tangente & esfera > em N é paralelo ao plano II, a reta
tangente a uma circunferéncia C (ndo furada) qualquer de ¥ contendo N é paralela a
reta L, onde L é a proje¢ao estereografica da circunferéncia furada ¢’ = C—{N} (basta
considerar o plano que contém C).

Consideremos duas curvas 7,7, contidas em X e que se interceptam em um ponto
p, suaves no sentido de possuirem retas tangentes 77,7, em p. Utilizando os planos
que contém N, T7 e Ty, obtemos duas circunferéncias C;,Cy contidas em X, de modo
que suas retas tangentes em p sdo exatamente 77,75, respectivamente. Sejam 77 e T}
as retas tangentes a estas duas circunferéncias em N. Por simetria, o angulo entre
as tangentes em p ¢ congruente ao angulo entre as tangentes em N. Pelo pardgrafo
anterior, 77 e T} sao paralelas as retas Ly e Ly contidas em II, obtidas pela projegao
das circunferéncias furadas Cj,C}. Portanto, seus angulos sdao congruentes.

Em resumo, a projecao estereogrifica preserva magnitude de dngulos.

O que se pode dizer sobre a orientacao dos angulos? Para darmos uma resposta,
devemos definir angulos orientados na esfera. Com base na figura 2.2, o angulo em p
é positivo, ou seja, no sentido anti-horario, quando é visto de cima do plano. Porém,
o angulo em p é negativo, ou seja, no sentido horario. No entanto, se olharmos este
angulo de dentro da esfera, entao ele sera positivo. Assim, um angulo em 3 orientado
no sentido anti-horario seré dito positivo se for visto do interior de .

Com as orientacoes escolhidas como acima, obtemos o seguinte:
Proposicao 2.2. A projecio esterecogrdfica é conforme'.

J& sabemos que a projecao de circunferéncias furadas em N sao retas. Além disso,

podemos ver facilmente que a projecao de uma circunferéncia C de ¥, paralela ao plano

!Uma aplicacdo é dita conforme se preserva angulos.
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Figura 2.2: Angulos preservados pela projecao estereogréfica

I, é novamente uma circunferéncia, centrada em O, pois as retas passando por N e
pelos pontos de C, formam um cone reto com eixo na reta NO. O que acontece com
as demais circunferéncias? Neste caso, suas projecoes também sao circunferéncias.

Para entendermos isto, considerando novamente a figura 1.9 (pg. 26), observamos
certa semelhanca com a definicdo da projecao estereografica. Mais precisamente, seja
IC a esfera centrada em N interceptando X em uma circunferéncia unitaria contida em
I1, centrada em O. A figura 2.3 mostra um secao vertical de IC, ¥ e II (através de
N). A imagem tridimensional é obtida através da rotagao desta figura ao redor da reta
passando por N e S.

Podemos, entao, mostrar que:

Propriedade 2.3. Se S ¢é a esfera de raio v/2 centrada em N, entio a projecio estere-
ografica é a restricao a X da inversao geométrica em relacao & S. Em outras palavras,
se p € um ponto de ¥ e p é a sua projecdo estereografica em II, entdo p = Zs(p) e
p = Zs(p).

Demonstracao. Consideremos o segmento de reta por N e S. Seja x o ponto de in-
tersecao da reta passando por p e perpendicular ao segmento por N e S. Como o0s

triangulos NpO e Npzx sdo semelhantes temos a seguinte relacao:

d(N,p) _ d(N,p) .
= = d(N,p)d(N,z) =d(N,p)d(N, O
d(N,O) d(N,l‘) ( 7p) ( 7','1:) ( 7p) ( ) )7
mas sendo d(N,O) = 1 temos d(N,p)d(N,z) = d(N, p). Multiplicando ambos os lados

por d(N,p)/d(N,z) obtemos

N, p)d(N.5) = TR N2 4 d(e,p)? (14 d(0,2)) + d(z,p)*

d(N,x) d(N,x) 1+d(O,x)
_2(14d(0,z)) 5
~ 14d0,2) 7
Logo, d(N,p)d(N,p) = 2, e portanto, p = Zs(p) e p = Ls(p). 0

Concluimos entao, por meio da propriedade acima e da Propriedade 1.17, que “pro-
jecao estereografica preserva circunferéncias”. Note que a Proposicao 2.1 também pode-

ria ter sido derivada de 1.17 desta forma.
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Figura 2.3: Projecao estereogréafica como restricao de inversao geométrica

2.2 Projecao estereografica em coordenadas

Nesta secao, identificaremos o plano II, utilizado anteriormente na construgao da
projecao estereografica, com o plano complexo C, de modo a obtermos uma expressao
relacionando as coordenadas de um ponto p = (X,Y,7) € ¥ com as coordenadas de
sua projecao estereografica p = (z,y) € C.

Escolheremos um sistema de coordenadas de modo que os eixos X e Y coincidam
com os eixos = e y de C, e assim, o eixo positivo Z passard por N. Deste modo, a
equagdo de ¥ & X2+ Y? 4+ Z%2 =1 e, as coordenadas de N e S sdo (0,0,1) e (0,0, —1),
respectivamente.

Assim, seja p’ = (X,Y) € C o pé da perpendicular de p € ¥ para C. O ponto p
estd no mesmo sentido de p/, e portanto,

p= o (2.)

A figura 2.4 mostra a interseccao vertical de ¥ e C tomada através de N e p. Note

que este plano vertical necessariamente contém p’ e p. Da semelhanca dos triangulos

retangulos com hipotenusas Np e Np, deduzimos imediatamente que
1
b_ 1 (2.2)
Pl 1-Z

e assim, substituindo (2.2) em (2.1), obtemos nossa primeira formula estereogréfica:

- X Y
p=(X,Y,Z)—=p= (ﬁ?ﬁ) (2.3)

Vamos, agora, inverter o processo para encontrar as coordenadas de p em termos
das coordenadas de p. Sabemos que X2+Y?4 72 = 1, ou equivalentemente, X2 +Y? =
1—Z% ouseja, [p'*=1—2>=(1—Z)(1+ Z). Tomando o quadrado em ambos os

membros de (2.2) temos

., WP -2)+2) 1+Z
‘ﬂ_(l_z)Q_ (1—Z)2 _1_Za
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Figura 2.4: Projecao estereografica em termos de coordenadas cartesianas

na qual isolamos Z do seguinte modo:

1+Z

2 __

=2+ 2pP=pP-1=ZO+pH=p*-1= 2=

=1-2)pP=0+2)=p*-Zp*=1+Z

pP -1 _ 2?+y*—1
PRP+1 224241

Substituindo Z obtido acima nas coordenadas de p na equacao (2.3), obtemos

2z 2y

X=— Y= "7 2.4
2 +y?+ 1 2 +y?+ 1 24

ou seja, obtemos a aplicacao

N 21 2y 24y -1
p=(x,y)Hp=( :

242+ 1242+ 1 24 y2 + 1

Embora a construcao acima seja tutil, é mais natural utilizarmos coordenadas es-
féricas (¢, 0) ao invés de coordenadas retangulares (z, vy, 2).

Primeiro lembramos que 6 mede o angulo em torno do eixo Z, com 6 = 0 comecando
do semi-plano vertical pelo eixo X positivo. Portanto, para um ponto p em C, o angulo
0 & simplesmente o angulo a partir do eixo real positivo para p. A definicao do angulo
¢ estd ilustrada na figura 2.5 ¢ o angulo subentendido do centro de X para os pontos

fis
N e p. Por exemplo, o equador corresponde a ¢ = 5 Por convencao, 0 < ¢ < 7.

)

Figura 2.5: Projecao estereografica em termos de coordenadas esféricas

0

bl

Se D ¢ a projecao estereogréafica do ponto p de coordenadas (¢,0), entao p = re’

e daif so resta encontrar r em funcao de ¢. Ao observar a figura 2.5 fica claro que os
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triangulos NpS e NOp sdo semelhantes (caso AA), e pelo fato ZNSp = ¢/2, segue que

r = cotg g Portanto, uma outra formula para a projecao estereografica é

P = cotg <§) e, (2.5)

Vamos agora mostrar duas aplicacoes desta nova formulagao. Na primeira, seja p
um ponto de X tendo coordenadas (¢, ), e seja p o ponto obtido pela rotagao de X
(de um angulo 7) ao redor do eixo real. As coordenadas de psao (7 — ¢, —0) ese pé

a imagem estereografica de p, entao

= ™ o —i6 ¢ —i6 1 —if 1

pzcotg(———)e :tg(—>e = —F¢€ " ==
2 2 2

cotg <¢> p

2

Para a segunda aplicacao, lembramos que dois pontos em uma esfera que sao di-

ametralmente opostos sao ditos antipodais.

Propriedade 2.4. Se p e ¢ sao pontos antipodais de Y, entao suas projegoes estere-
ograficas p e ¢ satisfazem ¢ = —7@ ou seja, ¢ = —Z¢(p), onde C é a circunferéncia

unitaria contida em II centrada na origem.

Demonstracao. Note que a relacao entre p e ¢ é, na verdade, simétrica: p = —VqA, Para
verificarmos a afirmacgao do enunciado, primeiro observamos que, se p tem coordenadas
(¢,80), entdo g tem coordenadas (m — ¢, 7 + #). Usando (2.5),

D = cotg (%) et g = cotg (z - ?) eim+0), (2.6)

Como

cotg (z B ?) _ 2 2) seng ¢
2 2 2

substituindo em (2.6), obtemos

N | " | (S IR
7=t @) e = tg @) el =~ 1 (?> = 5= —1/p.
€

2.3 Transferéncia de funcoes complexas para funcoes

na esfera

A projecao estereografica, discutida nas secoes anteriores, nos permite transferirmos

uma fun¢ao de C em C para uma funcao de ¥ em Y. Trataremos deste assunto nesta
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secao. Mas antes, vale observar que os resultados da inversao de retas podem ser
tratados como um caso especial dos resultados da inversao de circunferéncias, desde
que utilizemos circunferéncias de raio infinito. Isto sera formalizado em breve.

Para lidarmos com a inversao geométrica em relacao a uma circunferéncia, foi
necessario removermos o centro desta circunferéncia, uma vez que este ponto nao pos-
suia um inverso geométrico. Assim, tinhamos uma transformagao bijetora de IT — {q¢}.
Também, quando estudamos a aplicagdo complexa z — 1/z, observamos que seu
dominio esta restrito & C — {0}, e além disso, sabemos que 0 ndo pertence a imagem
desta aplicagdo. No entanto, quando z se distancia da origem, 1/z se aproxima de 0.
Com isso, se introduzirmos um tnico ponto no infinito (denotado por co) e o definirmos
como sendo o limite para o qual z converge, independente da direcao, poderemos entao
definir co — 0 e 0 — 00, ou seja, z — 1/z passa a ser uma transformagao bijetora de
Coo = CU {00}, chamado de plano complexo estendido.

Com esta nova abordagem, podemos, entdo, dizer que z — 1/z aplica uma cir-
cunferéncia que contém 0 em uma reta que contém oo, estendendo o resultado obtido
na Proposicao 1.4. Portanto, nada mais natural do que dizer que “uma reta é uma
circunferéncia pelo infinito”.

Voltando a tratar da projecao estereografica, dada uma aplicagdo complexa z —
w = f(z) de C em C, obtemos uma aplicagdo correspondente z — w de ¥ em X, onde
Z e w sao as projecoes estereograficas de z e w, respectivamente.

Agora, pensamos no seguinte: o que acontece se transferirmos f(z) = z para X7

Neste caso, temos:

Proposicao 2.5. A conjugacio complexa em C induz, pela projecio estereogrifica,

uma reflexao da esfera ¥ através do plano-zz.

Demonstracao. A demonstracao é simples, basta observarmos a figura 2.6 abaixo, que
representa um corte transversal de X através do plano-yz. Portanto, sendo z e z dois
pontos conjugados de C, os triangulos retangulos AzNO e AZNO sao congruentes.
Tomando suas projecoes em X, pela Proposicdo 2.3, d(N, 2)d(N,z) = d(N,z)d(N, iz_\) =
2. Portanto, os triangulos AZNO e AZNO sdo congruentes (por LAL), e entdo, os

pontos z,z sao simétricos em relacdo ao plano-zz. ]
N
zZ z
C
z 0] z
by

Figura 2.6: Transferéncia da conjugacao complexa para uma reflexdo de X
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Agora, considere z — Z = 1/Z, que é a inversao geométrica em relagdo a circunfer-
éncia unitaria K de centro na origem (ver Observagao 3.5). A figura 2.7 mostra uma
secao vertical de X tomada através de N e do ponto z em C. FEsta figura também

ilustra o resultado da transferéncia dessa inversao para .

Propriedade 2.6. A inversao geométrica em relagdo a circunferéncia unitaria IC, de

centro na origem, induz uma reflexao da esfera X através do seu plano equatorial, C.

Demonstracao. Primeiro note que os pontos z e zZ ndo sao apenas simétricos (no sentido
bidimensional) em relagdo & K, mas também sdo simétricos (no sentido tridimensional)
em relagao a 3. Pela Propriedade 2.3, Z = Zs(z) e Z = Zs(Z), e pela Propriedade 1.18,

sdo simétricos em relagao a Zs(X). Como Zs(X) = C, segue o resultado. O

N

Figura 2.7: Transferéncia da inversao geométrica para uma reflexao de X

Ao combinar os resultados acima, podemos transferir a inversao complexa para a

esfera X, obtendo:

Proposicao 2.7. A aplicacio z — 1/z em C induz uma rotagdo de um dngulo m na

esfera de X2, em torno do eiro real.

Demonstra¢ao. Sabemos que a inversao complexa z — 1/z é a composigao da inversao
geométrica Zx com a conjugacao complexa. A aplicacao induzida em X é, portanto,
a composicao de duas reflexdes, em relagao ao plano-zz e ao plano-zy, respectiva-
mente. No entanto, o efeito de reflexdes sucessivas (em X) em relagdo a dois planos
perpendiculares entre si, através do eixo-z, é uma rotacao de 7w (em X) ao redor deste

eixo. OJ

Por fim, lembramos que o ponto oo foi anteriormente definido como sendo a imagem
de z = 0, pela inversdo complexa z +— 1/z. Assim, a Proposicdo 2.7 nos permite
considerar a projecao estereografica de N como sendo o ponto oo, ji que z = 0 é a

projecao de S € 3.
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2.4 Comportamento de funcoes no infinito

Suponha que duas curvas em C se estendem a uma distancia arbitrariamente grande,
desde a origem. Podemos dizer que elas se encontram em um ponto no infinito. Em >,
esta interseccao acontece em N, e se cada uma das curvas chega ao N em uma direcao
bem definida, entao podemos atribuir um angulo de intersecao no oo. Por exemplo, a
figura 2.2 mostra que se duas retas se cruzam em C em um ponto finito e contém um
angulo «a, entao elas se cruzam pela segunda vez no oo e contém um angulo —a nesse
ponto.

Ao transferir uma funcao complexa para a esfera > podemos examinar seu compor-
tamento no infinito, exatamente como seria em qualquer outro ponto. Em particular,
pode-se ver se a funcao preserva o angulo entre quaisquer duas curvas passando pelo co.
Por exemplo, a Proposi¢ao 2.7 mostra que a inversao complexa preserva tais angulos
em N, e por isso ¢ dito ser conforme no infinito. Da mesma forma, aquela rotacao de
> também preserva o angulo entre duas curvas que passam pela singularidade z = 0 de
2+ 1/z, e entdo a inversao complexa é conforme em z = 0, ou mais ainda, é conforme
em todo o plano complexo estendido.

Até o momento, pensamos em z +— w como uma aplicacao de C em C, ou também,
como no paragrafo anterior, 2 — @ aplicando pontos de uma esfera em pontos desta
mesma esfera. Mas muitas vezes é melhor pensarmos que estas aplicacoes enviam
pontos de um z-plano em pontos da imagem que pertencem a uma segunda copia de
C, ou seja, w-plano. No mesmo raciocinio, a aplicacao induzida z — @ pode ser vista
como aplicando pontos de uma esfera (a z-esfera) em pontos de uma segunda esfera (a

w-esfera). Ilustramos isto com o exemplo a seguir.

Exemplo 2.8. Considere a aplicacao do z-plano para o w-plano, dada por z — w = 2",
onde n é um inteiro positivo. A figura 2.8a ilustra o efeito desta aplicacdo (no caso
n = 2) em uma grade de pequenos “quadrados” entre duas semi-retas que formam um

angulo 0. Asimagens desses “quadrados” no w-plano sao novamente quase “quadrados”.

Sendo a projecao estereografica conforme, ao transferirmos a grade do z-plano e a
grade do w-plano para a z-esfera e a w-esfera, respectivamente, ainda temos grades
de “quadrados” (figura 2.8b). De modo geral, qualquer aplicagao conforme de C em C
induzird uma aplicagao conforme de ¥ em X, que também aplica grades de “quadrados
infinitesimais” para grades de “quadrados infinitesimais”.

2 em alguns pontos,

A figura 2.8a nos sugere uma conformalidade de z — w = z
mas também mostra que esta conformalidade se perde na origem, pois o angulo 6 tem
seu valor dobrado; mais geralmente, z — w = 2" multiplica os angulos em 0 por n.
Tais pontos sao chamados de pontos criticos da aplicagdao. Assim, podemos dizer que
0 é um ponto critico de z — w = 2".

Como aplicagao de C em C, a origem é o tnico ponto critico desta aplicacao. No

entanto, se observarmos a aplicacao induzida de Y em X, a figura 2.8b deixa claro que
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260

260

(b) z + 22 na esfera

Figura 2.8: Efeito da aplicacdo z — 22 em uma grade

os angulos em N nao sao preservados, e portanto, no plano complexo estendido, esta
aplicacao possui um segundo ponto critico, o ponto no infinito, no qual os angulos sao
também multiplicados por n. Assim, z +— w = z" é uma aplicacdo conforme cujos
pontos criticos sao 0 e oo.

Por fim, podemos estudar como uma aplicagao se comporta no infinito, por meio
da composicao com a inversao complexa. Pela Proposicao 2.7, esta inversao complexa
rotaciona X de forma que uma vizinhanga de N = oo torna-se uma vizinhanca de S =
0. Assim, para examinarmos o comportamento proximo ao infinito, podemos aplicar
primeiro a inversdo complexa z — 1/z e, em seguida, examinar seu comportamento na
vizinhanga da origem. Mais precisamente, para estudarmos f(z) no infinito, estudamos
F(z) = f(1/%) na origem. Em particular, f(z) é conforme no infinito se, e somente se,

F(z) é conforme na origem.

, (2 +1)3 , 1
Exemplo 2.9. Seja f(z) = ~———. Considerando F'(z) = f { - | temos
25—z 2
3
l+1 234324 4+ 325 + 28
(2) = z 6 (1432432 +2°)  2(1+42)°
/1N 1 z—2° B 2(1 — 24) 14
2) s =

que tem uma raiz dupla em z = 0. Assim, ao invés de simplesmente dizermos que f(z)
“tende a zero quando z tende para o infinito”, podemos dizer que f(z) tem uma raiz

dupla em z = oo.



3 Transformacoes de Mobius

O objetivo deste capitulo é definir transformacao de Mébius e a partir dai mostrar
algumas propriedades interessantes, como por exemplo, o fato de que toda transfor-
magao de Mobius pode ser decomposta em outras (de Mébius) mais simples, ou ainda,

o efeito de uma tal transformacao em circunferéncias do plano.
az+b

+d
coeficientes a, b, ¢, d sdo nimeros complexos. Notemos que é interessante supor que os

Considere a transformacao 7' : C,, - C, dada por z — T'(2) = cujos
coeficientes a, b, ¢, d satisfacam ad — bc # 0, e dessa forma, chamaremos tais transfor-
macoes de nao-singulares. Caso ad — bc = 0, teriamos ad = bc e, com isso, T seria
constante igual a a/c.

Além disso, se ¢ # 0, definimos T'(—d/c) como sendo o ponto no infinito, denotado
por oo, como descrito na Segao 2.3, e T(c0) = a/c. Por fim, se ¢ = 0, definimos

T(o0) = co. Em resumo, temos:

Definicao 3.1. Um transformacao de Mébius é uma aplicacao de Co, em C., dada

por
az+b

Te) =174 (3.1)

onde a, b, ¢ e d siao constantes complezxas satisfazendo ad — bc # 0.

E facil mostrar que a composicdo de duas transformacoes de Mobius é também

az+b e S(2) = az+f3

d tai
cz+d vz + 0 Has tals

uma transformacao de Mobius: dadas T'(z) =

transformacoes, uma composicao é

(aa +by)z + (af +b5) Az+ B
(ca+dy)z+ (cB+dS) Cz+ D’

com AD — BC = (ad — bc)(ad — ) # 0.

Outra propriedade das transformacoes de Mobius é a existéncia de uma transfor-
. dz—b S
magao inversa 71 : Co, — Cy, dada por z — T71(2) = gy, Como a identidade
—cz+a
z + z ¢ uma transformacao de M&bius, o conjunto das transformagoes de Mobius nao

T(5(2)) = (3.2)

singulares possui estrutura de grupo, com a operacao composicao.

Vale ressaltar que os coeficientes complexos a, b, ¢, d ndo sao nicos, isto é, se A # 0
_daz+ X dz+ b

il veur v Rl também define a mesma
cz cz

¢ um namero complexo entdo T'(z)

43
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transformacao da equacgdo (3.1). No entanto, os novos coeficientes satisfazem a'd’ —
vV = N (ad —bc) # 0, de modo que, se A = £1/v/ad — be, entdo a'd —b'c’ = 1, e neste
caso a transformagao de Mobius T (e também sua inversa T—') é dita normalizada.
Um dos principais fatos a respeito de uma transformacao de Mobius 1" é a possibil-
idade de decompo-la em termos de transformacoes mais simples. Mais precisamente,

temos o seguinte:

Proposicao 3.2. Toda transformacao de Mébius se decompoe em termos de (nao nec-

essariamente todas) transformacoes de Mdobius dos tipos:
e transla¢ao z — z + 3;
e rotacao z — az, com o = 1;
e homotetia z — pz, com p > 0 real;

e inversio z +— 1/z.

b b
Zi_d qualquer. Se ¢ = 0 entao T(z) = %z + p é a

composi¢ao H o G, com G(z) = % e H(z) = z + b/d, rotagdo e/ou homotetia e

Demonstracdo. Seja T(z) =

translagao, respectivamente. Se ¢ # 0, seja v = —(ad — be) /¢ # 0. Tomando
T, : 2z cz, Ty :z— z+d, T3: 2z v/z, Ty:z+— z+ajc,
segue que T'(z2) = Ty(T3(T5(T1(2)))). O

Lema 3.3. A transformacao de Mébius T'(z) = 1/z aplica circunferéncia ou reta em

circunferéncia ou reta, nao respectivamente.

Demonstra¢ao. Como sabemos da Geometria Analitica ([5, Cap. 23]), uma equacio de

qualquer reta ou circunferéncia no plano pode ser escrita na forma
A(z® +y*) + 2Bz 4+ 2Cy + D = 0, (3.3)

que descreve uma reta se A = 0 e B* + C? > 0, e uma circunferéncia se A # 0 e
B%+ (C%? — AD > 0. Sejam

Pyt =27, 20=2+4+%7, 2y=—i(z—32),

onde Z = x —yi é o nimero complexo conjugado de z = x4 yi, assim podemos escrever
(3.3) como
AzZ+ Ez+ Ez+ D =0, (3.4)

onde £ = B +iC. A equacdo acima é uma reta se, e somente se, A=0e E #0, e é

uma circunferéncia se, e somente se, A #0e EE — AD > 0.
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Para encontrarmos a imagem da curva dada pela equagao (3.4), sob a transformagao

1/z, substituimos z por — em (3.4) e obtemos
w

1 —1 1
ww w w
ou, multiplicando por ww,
Duww + Fw+ Fw+ A = 0. (3.5)

A equacdo (3.5) tem a mesma forma da equacgdo (3.4), com D, E e A substituidos

por A, ' e D, respectivamente. Portanto, temos quatro casos a considerar:

1. Se (3.4) descreve uma circunferéncia que nao passa pela origem, isto é, z = 0 néo
é solugao desta equacio, entdo D # 0. Portanto, (3.5) descreve também uma
circunferéncia, j4 que EE — AD > 0. Além disso, como A # 0, ela ndo passa

pela origem.

2. Se (3.4) descreve uma circunferéncia que passa pela origem, ou seja, se D = 0,

entdo (3.5) descreve uma reta que nao passa pela origem, pois A # 0.

3. Se (3.4) descreve uma reta que nao passa pela origem, ou seja, se A = 0 e

D, E # 0, entao obtemos em (3.5) uma circunferéncia que passa pela origem.

4. Por fim, se (3.4) descreve uma reta que passa pela origem, isto é, se A =D =0

e E # 0, obtemos como imagem uma reta que passa pela origem.

Os resultados obtidos acima podem ser resumidos com a tabela abaixo:

z 1/z
circunferéncia fora da origem | circunferéncia fora da origem
circunferéncia pela origem reta fora da origem
reta fora da origem circunferéncia pela origem
reta pela origem reta pela origem

[
Por meio da Proposigao 3.2 e do Lema anterior obtemos diretamente o seguinte:

Teorema 3.4. Toda transformacao de Mdbius

az+b
cz+d

T(z) =

aplica circunferéncia em circunferéncia.
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Observacao 3.5. Sabemos que o inverso w de um nimero complexo z ¢ dado por
w = z/|z|%. Portanto, se tomarmos w = z/|z|?, temos um ntimero complexo, que
é exatamente o inverso geométrico Zi(z), como na Definigdo 1.1, onde a inversao é
feita em relacao a circunferéncia unitaria K de centro na origem. Assim sendo, para

obtermos a inversao complexa z — 1/z, conjugamos a inversao geométrica z — Zx(2).

No plano estendido C,,, podemos pensar em uma reta como sendo uma circunfer-
éncia passando por oo. A figura 3.1 representa uma sequéncia de circunferéncias, que
nao passam pelo centro ¢ de inversao, convergindo para uma circunferéncia por ¢. Por
meio da inversdo geométrica Zx (ou também por meio da inversdo complexa, devido
a observacao anterior) obtemos uma sequéncia de circunferéncias, que nao passam por

¢, convergindo para uma reta L, que nao passa por q.

Figura 3.1: Sequéncia de circunferéncias invertidas convergente para uma reta

3.1 Resultados basicos

No inicio deste capitulo, observamos que o conjunto das transformacoes de M&bius

possui uma estrutura de grupo, com a composicao de fungoes como operagao. Mostraremos

agora algumas outras propriedades destas transformacoes, lembrando que agora pode-

mos considerar retas como sendo circunferéncias contendo oo.

Preservacao de circunferéncias, Angulos e simetrias

J& vimos que uma circunferéncia C é aplicada, por uma transformacao de Mobius,
em uma circunferéncia C. Analisaremos agora o que acontece com o disco D limitado
por C. Primeiro vamos dar uma maneira util de pensar sobre esse disco. Imagine per-
correr em torno de C no sentido anti-horério; este movimento determina uma orientacao
para C, a qual chamamos de orientacao positiva, e dizemos que D esté a esquerda de

C, nesta orientacao.
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Agora, considere o efeito das quatro transformagoes da Proposicao 3.2 em D e C.
Translacgoes, rotacoes e homotetias preservam a orientacao de C e aplicam seu interior
para o interior de C. No entanto, o efeito da inversao complexa em C depende de C

conter ou nao a origem.

1. Se C e D nao contém a origem (ver Figura 3.2), entao C tem a mesma orientacio

de C, e D & aplicado para o interior de C (denotado por 15)

Figura 3.2: Inversao complexa quando a origem nao pertence a circunferéncia C e nem

a0 seu interior

2. Se C contém a origem em seu interior, entdao C tem a orientacao oposta e o interior
de C é aplicado para o exterior de C, ou seja, a regiao a esquerda de C é aplicada

na regido a esquerda de C (ver Figura 3.3).

Figura 3.3: Inversao complexa quando a origem pertence ao interior da circunferéncia

C



48

Transformacoes de Mobius

3. Se C passa pela origem, entao seu interior é aplicado para o semiplano a esquerda

da reta orientada C (ver Figura 3.4).

Figura 3.4: Inv. complexa quando a origem pertence a circunferéncia C

Para resumir,

Proposicao 3.6. Uma transformacao de Mdbius aplica uma circunferéncia orientada
C em uma circunferéncia orientada C de tal forma que a regiao a esquerda de C é

aplicada em uma regido a esquerda de C.

Pontos fixos

A fim de mostrarmos que existe uma nica transformacao de Mobius que aplica trés
pontos dados em outros trés pontos dados, introduzimos um conceito extremamente
importante, que trata de pontos fixos de uma transformacao. Um ponto £ é chamado
de ponto fizo de uma aplicacao f se f(§) = £ Note que sob a aplicacao identidade,
z + Id(z) = z, todo ponto ¢ um ponto fixo.

Por definicao, entao, os pontos fixos de uma transformacao de Mdbius M sao as

solucoes de
az+0b

2= M(z) = (3.6)

cz+d
Mas, como esta equacao é equivalente a uma equagao quadratica, podemos afirmar que

“com excegcao da aplicacao identidade, uma transformacao de Mdobius tem no mdzimo
dois pontos fixos”.

Voltando ao nosso objetivo sobre a unicidade, suponha que M e N sao duas trans-
formagoes de Mébius que aplicam trés pontos dados (digamos ¢, r, s) para trés pontos
dados. Desde que N~'o M é uma transformacao de Mdbius que tem ¢, r, s como pontos
fixos, entao ela deve ser a transformacao identidade, e assim N = M.

Agora, descrevemos os pontos fixos explicitamente. Se M estd normalizada, ou seja,

se ad — bc = 1, entdo os dois pontos fixos &, {_, raizes da equacio (3.6), sdo raizes de
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cz>+(d—a)z —b=0. Logo, &, e £ sao dados por
£ = (a—d)£+/(d—a)?—4c(=b) (a—d)+Vd®—2ad+ a®+ 4bc
£ 2¢ n 2¢ ’
Fazendo 4bc = 2bc + 2bc e bec = ad — 1 temos
(a—d)E£Vd>+2ad+a2—4 (a—d)+/(a+d)?—4
§x = = : (3.7)

2c 2c

No caso particular onde a+ d = +2, obtemos apenas £ = , 0 Gnico ponto fixo.

A seguir, estudamos o caso ¢ = 0.

Pontos fixos no infinito

Se ¢ = 0 a transformagao de Mobius M é dada por M (z) = Az+ B, que representa,
como ja mencionado na Proposicao 3.2, uma semelhanca no plano. Se escrevermos
A = pe'®, entdo M pode ser vista facilmente como a composicio da rotacio por um
angulo «, centrada na origem, com a homotetia por p, e finalmente com a translagao
por B.

Vamos visualizar cada uma dessas trés transformagoes na esfera >.

Se a > 0, a figura 3.5a sugere que a rotacao z — €'z em C induz uma rotacao na
esfera X, por um angulo «, ao redor do eixo vertical que passa pelo centro de X. Cada
circunferéncia horizontal em X é rotacionada (na dire¢ao das setas), ou seja, é aplicada
em si mesma, e sao portanto chamadas de “curvas invariantes” da transformacao. Note
que nao existem pontos fixos nestas circunferéncias. Assim, torna-se claro que os
tinicos pontos fixos da transformacgao sao 0 e 0o, e que as circunferéncias (tracejadas)
por esses pontos fixos (que sdo ortogonais as invariantes) sdo trocadas entre si. Uma
transformacio como esta é chamada transformacio de Mébius eliptica. E claro que, se
a < 0, as rotacoes sao no sentido contrario.

Se p > 1, a figura 3.5b ilustra a transformacao induzida em X, correspondente &
homotetia z — pz (uma expansdo, neste exemplo). Se p < 1, temos uma contragao
em C e os pontos de ¥ movem-se para o sul e nao para o norte. Novamente, os tinicos
pontos fixos sao 0 e oo, mas o comportamento das duas familias de curvas na figura
3.5b sao agora invertidos: as curvas invariantes sao as grandes circunferéncias pelos
pontos fixos, e as circunferéncias (tracejadas) ortogonais a elas sao trocadas entre si.
Uma transformacao como esta é chamada transformacao de Mdébius hiperbdlica.

A figura 3.5¢ mostra o efeito da composigdo de uma rotagao (com « > 0) com uma
homotetia (com p > 1). Neste caso, as curvas invariantes sao as espirais, divergindo do
polo sul e convergindo para o pélo norte de ¥. No entanto, cada membro da familia
de circunferéncias da figura 3.5a (ou da figura 3.5b) sdo permutados entre si, ou seja,
cada familia é invariante, como um todo. Uma transformacao como esta é chamada

transformacao de Mdébius lozodromica. Se a« < 0 e p > 1, ainda temos as curvas



50

Transformacoes de Mobius

divergindo do pélo sul e convergindo para o po6lo norte, porém, rotacionando ao redor
do eixo vertical no sentido contrario. Se p < 1, o movimento seria do p6lo norte para o
polo sul, com o sentido da rotacao ao redor do eixo vertical dependendo do sinal de .

Finalmente, a figura 3.5d mostra a translacao. Desde que as curvas invariantes em C
formam uma familia de retas paralelas a direcao da translacao, as curvas invariantes em
Y formam uma familia de circunferéncias, cuja reta tangente comum no oo é paralela
as retas invariantes em C. Sendo oo o tnico ponto fixo, podemos dizer que a translagao

é uma transformacao de Mdobius parabolica.

(b) Hiperbolica

(c) Loxodromica (d) Parabolica

Figura 3.5: Transformagoes de Mobius Eliptica, Hiperbolica, Loxodromica e Parabolica

Da discussao acima concluimos que:

Uma Transformacao de Mobius tem um ponto fixo no oo se, e somente se, € uma
semelhanca, ou seja, M(z) = Az+B. Além disso, 0o € o iinico ponto fizo se, e somente
se, M(z) € uma translagao, isto é, M(z) = z + B.

No Capitulo (5), usaremos esse fato para mostrar que cada transformagcao de Mobius
é equivalente, em um certo sentido, a um (e somente um) dos quatro tipos de trans-

formacoes definidas acima.

3.2 Razao cruzada

Como observado acima, se pudermos encontrar uma transformacao de Mdobius M
que aplica trés pontos dados ¢, r, e s em trés pontos dados ¢, 7 e s, entao M seré
tnica. Portanto nos resta mostrar que tal M sempre existe. Para isto, fixemos trés

pontos arbitrarios ¢/, r’ e s’, e suponhamos que podemos escrever uma transformacao
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o1

de Mébius M,,s aplicando trés pontos arbitrarios ¢, r e s para os pontos ¢, 1’ e
s'. Exatamente do mesmo modo também podemos escrever Mgz, Em virtude da
propriedade de grupo, é facil ver agora que

M = M-Lo M,,, (3.8)

qrs

¢ uma transformacao de Mdobius aplicando ¢, r e s para ¢/, ' e s/, e dai para ¢, r e s,
como era desejado.

Agora, o ponto crucial é a escolha de ¢/, " e s’ de tal forma que seja possivel
determinar M,,,. Pode parecer aleatério no momento, mas escolheremos ¢’ =0, ' =1
e s’ = 00 e a existéncia de M, estard garantida. Junto com esta escolha especial vem
uma notacao especial: “a tnica transformacao de Mobius que aplica ¢, r e s em 0, 1 e
oo respectivamente sera escrita como [z, ¢, r, s|. Para que isto ocorra, o numerador e o

denominador de [z, ¢, 7, s] devem ser proporcionais a (z — q) e (z — s), respectivamente.

Z —
Assim, [z,q,7, s8] = k a , onde k é uma constante. Finalmente, como desejamos
Z—5
r— r—s
que [r,q,r, 8| =k ( q) = 1, deduzimos que k = e assim
r—s r—gq

2o = Ty

Defini¢ao 3.7. A imagem de zy pela transformagao |z,q,r,s] é chamada de razao

cruzada de zy,q,r, s, nesta ordem.

Em resumo, a tnica transformacao de Mébius z — w = M(z) da equagao (3.8)

enviando ¢, 7 e s para ¢, 7 e 5 ¢ dada por M = [z,q,7,5] ' o [2,q,r, 5] e satisfaz

(w—Ef)(’F—S’) (Z_Q)(T_S) (39)

T B A R s )

Ou seja, a imagem de um ponto 2y pela transformacao M é o tinico ponto wy de modo
que as razoes cruzadas coincidam, isto é, [wo, q, 7, S| = [20, 4,7, S].

Observamos que, pela construcao da transformacao de Mébius M acima, a razao
cruzada torna-se invariante por esta transformacao. Por outro lado, temos também que
se [z1, 22, 23, 24) = w1, wa, w3, wy), entdo existe uma Gnica transformagao de Mobius M
tal que M(z;) = w;.

Recordando a Proposicao 3.6, podemos entender melhor a razao cruzada: w =
[z,q,7,s] é a imagem de z pela tnica transformagdo de Mobius que aplica a circun-
feréncia orientada C passando por ¢, r e s para o eixo real de tal forma que estes
trés pontos sao aplicados em 0, 1 e co. Se ¢, r, s induzem uma orientacao positiva
em C, entdo o interior de C (lado esquerdo) é aplicado no semi-plano superior (acima
do eixo). A figura 3.6 ilustra este fato e assim podemos deduzir uma equacgao para a

circunferéncia C, ou seja:
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Proposicao 3.8. Seja C uma circunferéncia orientada positivamente (passando) pelos
pontos q, r e s, nesta ordem. Assim, p € C se, e somente se, Im[p,q,r,s] = 0.
Também, p estd no interior de C se, e somente se, Im[p,q,r,s] > 0. Se a orientacdo
de C ¢ negativa, entao a desigualdade € invertida.

S

Figura 3.6: Imagem de z pela razdo cruzada [z, q,r, $]



4 Transformacoes de Mobius e

Algebra Linear

Neste capitulo, associaremos a uma transformacao de Mobius uma matriz e ap-
resentaremos suas propriedades relacionadas & Algebra Linear, por meio do uso de

coordenadas homogéneas, autovalores e autovetores, por exemplo.

4.1 Representacao matricial

Vamos agora associar a transformacao de Mébius M uma matriz 2 x 2 por

M(z):a”b—>[M]:[“ b].

cz+d c d

Como e os coeficientes da transformacao de Mobius nao sdo tnicos, [M] também
nao é a unica matriz correspondente & M, pois se k é uma constante nao nula, entao a
matriz k[M], definida multiplicando cada entrada de [M] pela constante k, corresponde
a4 mesma transformacao de Mobius M. No entanto, se M estd normalizada, isto é,
ad — bc = 1, entdo existem exatamente duas' matrizes associadas a M, denotadas por
[M] e —[M]. Em outras palavras, a matriz ¢ unicamente determinada, a menos do
sinal. A partir de agora, iremos supor M normalizada.

Em geral, podemos associar uma matriz real 2 x 2 a uma transformacao linear de
R? em R2. Por exemplo ? _(1) representa uma rotagdo no plano (ao redor da
origem) por um angulo de 7/2, no sentido anti-horario. De fato, quando a aplicamos

x
no vetor ( de R?, obtemos
Yy

()G)-()

a b
No entanto, a matriz [M]| = [ J ] correspondendo a transformagao de Mobius M,
c

! Pois a multiplicacio por —1 ndo altera o determinante, ji que a matriz é 2 x 2.

53



54

Transformacées de Mobius e Algebra Linear

em geral, tem nimeros complexos em suas entradas, e entao, nao pode ser interpre-
tada como uma transformacao linear de R? em R2, como de costume. Mesmo que

as entradas sejam reais, nao podemos pensar desta maneira. Por exemplo, a matriz

1
nao é uma transformacao linear de C em C.

0 —1 1
[M] = [ 0 corresponde a transformagao de Mébius M (z) = ——, que certamente
z

Observacao 4.1. Para evitar confusao, vamos adotar a seguinte notacao: usaremos
parénteses para uma matriz real correspondendo a uma transformacao linear de R? em
R? ou de C em C, e usaremos colchetes para uma matriz complexa correspondendo a

uma transformacao de Mobius.

Apesar desta observacao, temos as seguintes semelhancas entre o comportamento

de uma transformacao de Md&bius e a matriz que a representa:
e A transformacao de Mobius identidade £(z) = z corresponde & conhecida matriz

1
identidade, ou seja, [£] = [ 0 (1) ]

a b

] possui inversa se, e
c

o A transformacdo de Mébius M com matriz [M] = [

somente se, [M] possui inversa, ou seja, [M] é nao singular, ou ainda, det[M] =

ad — be # 0.
e Como a inversa de uma transformacao de Mobius M é dada por M~(z) =
dz—b
il , vemos facilmente que [M 1] = [M]~1.
—cz+a

e Em Algebra Linear, compomos duas transformacoes lineares multiplicando suas
matrizes. Se multiplicarmos as matrizes [Ms] e [M;] correspondentes as duas

transformacoes de Mobius My e My, entao obtemos

[ a9 bQ ] [ aq b1 ] . [ [¢51¢5} +b2C1 CLle +b2d1

Cy dg C1 dl coaq + dgCl Cgbl + dgdl '

Porém, como mostrado na equagao (3.2), isto é simplesmente a matriz da trans-
formagao de Mobius My o M. Portanto [Ms|[M;] = [My o M;).

4.2 Coordenadas homogéneas

As propriedades apresentadas na secao anterior nao sao coincidéncias. Para enten-
dermos o motivo, devemos primeiramente descrever o plano complexo com um novo
sistemas de coordenadas. Ao invés de expressarmos z = x + 1y em termos de dois
nlimeros reais, escrevemos z como a razao de dois niimeros complexos, z; e 29, isto &,

21

Z=—.
Z9
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%)

Os niimeros complexos z; e 29 sao chamados de coordenadas homogéneas de z, que
neste caso, é denotado por z = [z1 : 2z3]. A cada [z1 : 2], com 25 # 0, corresponde
um dnico ntmero complexo z = ?, mas a cada niimero complexo z corresponde uma
infinidade de coordenadas homogéfleas, pois [kz; : kzo] = [21 : 2], onde k &€ um nimero
complexo arbitrario nao nulo.

O que podemos dizer sobre as coordenadas da forma [z, : 0]7 Se fixarmos z; e
tomarmos z, tendendo a 0, esta claro que [z : 0] correspondera a um ponto no infinito.
Portanto, a totalidade dos pares [2; : zq] fornece coordenadas homogéneas para o plano
complexo estendido. A introdugao destas coordenadas possibilita para a algebra o que
a esfera X possibilita para a geometria, como veremos.

Em geral, usamos o simbolo R? para denotar o conjunto de pares (z,y) de ntimeros
reais e usamos o simbolo C? para denotar o conjunto de pares (z,w) de niimeros com-
plexos. Assim como na Observacao 4.1, para evitar confusio entre R? e C2, usaremos
(z,y) para elementos de R? e [z,w| para elementos de C?, e portanto, as matrizes
de transformacoes lineares complexas de C? em C? serao denotadas com colchetes,
deixando os parénteses para as reais.

Em resumo, uma transformacdo linear de C? em C? sera representada por uma
matriz complexa 2 x 2:

21 w1 a b 21 azy + bzo

|—> — —
22 Wa c d 29 cz1 + dzo

Mas, se [z1,22] € [wy, ws] sdo pensados como as coordenadas homogéneas em C? dos

<1 w1 ~ -1 . .
pontos z = ([ — | e w = [ — ) em C, entao a transformacao linear acima induz a
<2 Wa

seguinte transformacao (ndo necessariamente linear) em C:

Z1
al— | +b
21 wy;  az + bz (22) az+b
R T N Tz +d
) w2 czx1 2 c(—1)+d
)

Esta ¢ nada mais que uma transformacao de M&bius geral.
Portanto, podemos agora entender como uma transformagao de Md&bius em C se
parece com uma transformacao linear, ela pode ser vista como uma transformacao

linear atuando nos pares de coordenadas homogéneas de um ponto de C.

4.3 Autovalores e autovetores

A representacao de uma transformacao de Mobius por meio de matrizes fornece um
elegante e pratico método de fazer calculos. Com isso, muitas técnicas e ferramentas

utilizadas na Algebra Linear se aplicam agora para estas transformacoes.
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Por exemplo, observando a equacao (3.2), fica claro que a composicao de duas
transformacoes de Mdobius nao singulares é novamente nao singular. Por meio do

calculo de determinantes, isto é novamente verificado apenas lembrando que
det [Mg] [Ml] = det[Mg} det[Ml]

Portanto, se det[Ms] # 0 e det[M;] # 0, entdo det[Ms|[M;] # 0. Em particular,
se det[Ms] = det[M;] = 1, entdo det [M;][Ms] = 1, e assim, o conjunto de matrizes
normalizadas 2 x 2 forma um grupo, ou um subgrupo do grupo das matrizes nao
singulares.

Para o nosso segundo exemplo, faremos uso dos autovetores de uma transformacao

b
linear de C?, representada por [M] = [ “ J ] Por definicao, um autovetor de M é
c

21
%)
sua imagem é simplesmente um multiplo Az de z; neste caso, A é chamado autovalor do

um vetor z = [ ] cuja “direcao” é inalterada pela transformacao, no sentido de que

autovetor z. Em outras palavras, um autovetor, com autovalor A, satisfaz a equacao:

NN

Em termos da transformacao de Mdobius correspondente em C, isto significa que

z Az
z ==L ¢ aplicado em M(z) = 271 — -, e entdo, obtemos o seguinte:
22 A2
~ z
Proposicao 4.2. O ponto z = ZeCéum ponto fixro de M se, e somente se,
22
<1 2 -
z = € C* ¢ um autovetor de [M].
Z2

Uma vantagem em se tratar pontos fixos assim, é que nao existe nenhuma distin¢ao

entre um ponto fixo finito e um ponto fixo co, pois este ultimo corresponde simples-
z
mente a um autovetor da forma [ 01 ] . Por exemplo, podemos reobter o fato de que

oo ¢ um ponto fixo se, e somente se, M ¢é uma semelhanca. De fato, se oo é um ponto

\ 21| |a b 21| | ax
0l |c¢d 0| cz1
a b .
e portanto, c =0, A =a e M(z) = =z + —, como desejado.

d d
O fato de que os autovetores carregam informagoes geométricas sobre M é confir-

fixo, entao

mado notando-se que estes vetores nao dependem do modo como M é representada
matricialmente, ou seja, nao depende da escolha de [M], pois qualquer outra matriz é
simplesmente obtida pelo produto com uma constante k. Mas, isso nao altera o au-
tovetor pois, se z ¢ um autovetor de [M] (com autovalor \), entdo ele ¢ também um

autovetor de k[M], mas com autovalor k.
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Por outro lado, desde que os autovalores dependem da escolha de k, é plausivel que
estes autovalores nao tenham influéncia na natureza geométrica da transfor=macao M.
Muito surpreendentemente, no entanto, é o fato de que se [M] esta normalizada, entao
exatamente o oposto é verdadeiro, ou seja, os autovalores de uma matriz normalizada
[M] determinam completamente a natureza geométrica da transformagao de Mobius
M correspondente. Trataremos deste assunto em breve.

Continuemos investigando os autovalores, lembrando que estes sao as solugoes da
entdo chamada equacdo caracteristica de [M], det ([M]— A[€]) = 0, em que [£] é a
matriz identidade de ordem 2. Usando o fato de que [M] esté normalizada, encontramos

que a equacao caracteristica é
M —(a+dA+1=0, (4.1)
e que (para uso posterior) pode ser escrita como

1

ja que X\ # 0 nao é solugao de (4.1).
A primeira observagao sobre esta equacao é que existem, geralmente, dois autoval-
ores, \; e A9, que sao determinados somente por a + d. Examinando os coeficientes da

quadratica, imediatamente deduzimos que
)\1)\2:1 e )\1+)\2:a+d. (43)

Portanto, se conhecermos A;, obteremos Ay = 1/\;. Enfatizamos este fato pois ele

nao é 6bvio quando escrevemos a formula para os autovalores, ou seja,
1
)\1,)\2:§<(a+d)i (a+d)2—4>

Estudantes de Algebra Linear reconheceriam (ou deveriam reconhecer) (4.3) como
um caso especial do seguinte resultado geral sobre autovalores Aj, Ao, ..., A\, de uma

matriz N quadrada de ordem n (ndo necessariamente diagonal),
)\1/\2,\n:detN ¢ /\1+>\2++)\n:trN,

em que tr N, soma dos elementos da diagonal da matriz N, ¢ chamado de trago de N.

As duas igualdades acima podem ser obtidas lembrando que
i=1 \k=1 i=1 \k=1 k=1 \i=1

e que, se R é a matriz dos autovetores de N, entao RNR™! = A, com A matriz diagonal

dos autovalores de N. Dali, basta fazer

My = det A = det(RNR™) = (det R)(det N)(det R™*) = det N,
M+ A =trA=tr(RNR') =tr(RR'N) = tr N.
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4.4 Rotacao da esfera como transformacao de Mobius

Nesta secao, definiremos “ortogonalidade” entre dois vetores p e q em C2. Obser-
vamos que estamos usando letras goticas (por ex. p) para vetores com coordenadas
complexas, deixando as letras latinas para os de coordenadas reais. Também, usaremos
matrizes coluna (parénteses e colchetes, para real e complexo, resp.) para representar
vetores, visando uma facilidade nos calculos a seguir.

Dois vetores p = (p1> e q= <q1> em R? sdo ortogonais se, e somente se, seu
P2 qz

produto escalar (estamos supondo o usual) é nulo, isto é,

P+ q=piq1 + p2q2 = 0.

Deste modo, parece natural dizer que p = [p1] eq= [Ch em C? sao “ortogonais”
p2 q2
se p-q=piq; + p2q2 = 0. Em particular, gostariamos que este produto fosse tal que

1
] = 0. Dessa forma, o

p - p seja real positivo. No entanto, é facil ver que | | - [
i i

produto acima definido nao ¢ adequado para C2.
Uma solugao para isto é generalizar o produto escalar p-q para o chamado “produto
interno”, definido por

(P.g) :==p-q="p1q1 + P22

Observe que a definicao acima também possui as seguintes propriedades do produto

escalar:
L. (p,p) > 0;
2. (p,p) =0 < p; =0=p, (ouseja, p =0);

3. (p+a,1) = (p,v) + (a0, %) e (e, p+q) = (t,p) + (r,q).

Note, no entanto, que este produto nao é comutativo, pois

(P,q) = P1a1 + P2d2 = P1qr + P22 = qup1 + G2p2 = (9, p).

Agora, uma boa definicao para p e q “ortogonais” seria quando

(p,q) == P1a1 + P22 = 0. (4.4)

O que esta “ortogonalidade” significa em termos dos pontos p = i} eq= E, cujos

2
vetores das coordenadas homogéneas sao p e q7 A equacao (4.4) nos diz que, se p e q

sao “ortogonais”, entao ¢ = ——, e assim, da Propriedade 2.4 deduzimos que
p

Proposicao 4.3. Dois vetores em C? sdao ortogonais se, e somente se, sao vetores de
coordenadas homogéneas de pontos de C projetados (estereograficamente) em pontos

antipodais na esfera 3.
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Suponhamos que R seja uma transformacao linear de C? em C2?, analoga a uma

rotacao, ou seja, R preserva produto interno

(R(p), R(q)) = (p,q), VP, q. (4.5)

Em particular, R aplica cada par de vetores ortogonais em outro par de vetores ortog-
onais.

Surge naturalmente a seguinte questao: qual transformacao na esfera 3 serd in-
duzida pela transformacao de Mdbius M correspondente a transformacao linear R?

A invariancia do produto interno descrita em (4.5) pode ser perfeitamente refor-
mulada utilizando uma operacao chamada transposta conjugada, indicada pelo sobre-

scrito x. Mais precisamente, para matrizes complexas obtemos M* = M?!, matriz

-k

Deste modo, o produto interno pode ser expresso simplesmente em termos de multipli-

transposta conjugada de M.

Obtemos entao

e P s -

ol

ul

cagao de matrizes, ou seja, (p, q) = p*q, e uma vez que ([R]p)* = p*[R]*, a equacao (4.5)
é equivalente a

def. def.

(R(p), R(q)) =" ([Rlp)"([Rla) = (0" [R]")([R]a) = p"a =" (p,q), VP, q

[RI"[R] = [€]. (4.6)

Matrizes satisfazendo (4.6) sdo chamadas unitdrias. No caso de matrizes 2 x 2

normalizadas, podemos facilmente encontrar uma matriz unitaria [R] que satisfaz (4.6),

*

simplesmente resolvendo [R]* = [R]™!, ou seja,

-

Assim sendo, se R : C?> — C? preserva produto interno, entdo a transformacao

QU ol

induzida na esfera ¥ sera continua, preservando pontos antipodas e angulo, e portanto,
deve ser uma rotacao ao redor de algum eixo. Em outras palavras, “uma rotacao

arbitrdria da esfera X pode ser expressa como uma transformacao de Mobius da forma

R(z) = eztb
—bz+a






5 Visualizacao e Classificacao

Neste capitulo, analisaremos a quantidade de pontos fixos de uma transformacao
de Md&bius com o objetivo de classificar esta transformacao como eliptica, hiperbodlica,
loxodromica ou parabolica. Para tal, também utilizaremos o multiplicador m, um

numero complexo associado a esta transformacao.

5.1 A ideia principal

Embora a decomposicao de uma transformacao de Mobius M, apresentada na
Proposicao 3.2, como composicao de transformagoes mais simples tem-se revelada
valiosa na obtencao de resultados, isto faz M parecer muito mais complicada do que
é. Nesta secao vamos revelar esta simplicidade escondida, examinando os pontos fixos
em maior detalhe, o que nos permitird visualizar as transformacoes de Mobius de uma
forma mais clara. Neste processo, vamos esclarecer a nossa observacao anterior de que
as transformacoes de Mobius podem ser classificadas em quatro tipos, cada M esta
sendo “equivalente” a um (e apenas um) dos quatro tipos de transformacao ilustrados
na Figura 3.5.

Para comecar, vamos supor que M tem dois pontos fixos distintos, £, e €. Ob-
serve o lado esquerdo da figura 5.1 e, em particular, a familia de circunferéncias C;
(tracejadas) passando pelos pontos fixos. Se pensarmos em M como uma aplicagdo
z +— w = M(z), desta figura nela mesma, entdo cada membro de C; é aplicada em
outro membro de Cq, ja que sao circunferéncias que passam pelos pontos fixos de M.

Ainda com referéncia ao lado esquerdo da figura 5.1, suponha que p é um ponto

arbitrario da reta por £, e £, mas que nao estd entre os pontos fixos. Se K é a

circunferéncia de raio \/|lp — &;[|[lp — £ || centrada em p, entdo & e £ sdo simétricos
em relagdo a K. Assim, K intercepta cada membro de C; ortogonalmente. Através da
variacao de p, obtemos uma familia de circunferéncias Cy (linha solida) tal que &, e &
sao simétricos em relacdo a cada membro de Cs, e cada membro de Cy é ortogonal a
cada um de C;.

Agora, o passo principal é aplicar uma transformacao de Mdébius F', no lado esquerdo
da figura 5.1, que aplica um ponto fixo (digamos £,) em 0 e o outro ponto fixo (£_)

em oo. Com isso, a familia C; é aplicada em uma familia de retas pela origem (que

61
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sdo circunferéncias pelo 0o) e como Cy é ortogonal a Cy, sua imagem s6 pode ser uma
familia de circunferéncias centradas na origem (pois s6 assim serao ortogonais as retas
pela origem). O lado direito da figura 5.1 ilustra este fato.

Uma possivel transformacgdo (ndo necessariamente normalizada) seria
z =&+
F(z) = ———.
z—&
Notamos que, poderiamos obter as familias C; e Cy por meio da transformacao

inversa F'~!, aplicando-a nas retas pela origem e nas circunferéncias concéntricas, re-

spectivamente.

Figura 5.1: Tlustracao da composicao M=FoMoF-!

Sejam z = F(z) e w = F(w) as imagens sob F' de z e w = M(z). Podemos pensar
em F' como sendo uma aplicacao que transfere a transformacao de Mébius z — w =

M (z) (atuando no lado esquerdo) para uma transformagao de Mobius z — w = M(2)

(atuando no lado direito). Mais explicitamente,
W = F(w) = F(M(2)) = F(M(F(2))),

e assim M = F o M o F~! & uma transformacao de Mébius. Além disso, segue imedi-
atamente da construgao que os pontos fixos de M sao 0 e co. Porém, ja vimos que se

uma transformacao de Mobius fixa tais pontos, ela s6 pode ser da forma

M(Z) = mz,

,

onde m = pe!® & um ntimero complexo. Geometricamente, M é apenas uma rotagao
por « seguida de uma homotetia por p.

Este nimero complexo m nao s6 determina completamente a aplicacao M , COIMOo
também caracteriza a natureza geométrica da transformacao de Mobius M, como ver-

emos em breve. O nimero m é chamado de multiplicador de M.
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5.2 Transformacoes eliptica, hiperbdlica e loxodréomica

Nesta secao, aprofundaremos o estudo dos trés tipos de transformacoes ja estudamos

anteriormente.

Eliptica: Dizemos que M é uma transformacao de Mdbius eliptica, se M & eliptica,
ou seja, uma rotacao pura correspondente & m = ¢*®. Desde que M ¢ uma rotacao se,
e somente se, aplica cada circunferéncia centrada na origem em si mesma, M ¢é eliptica
se, e somente se, aplica cada circunferéncia de Cy em si mesma.

Por exemplo, se a = 7/3, o lado direito da figura 5.1 ilustra o efeito de M no ponto
z. No lado esquerdo, vemos o correspondente efeito de M: movimenta z ao longo de
uma circunferéncia C' de Cy até a intersecao com uma circunferéncia de C; que faz um
angulo de 7/3 com C.

A figura 5.2 fornece uma ideia do movimento produzido por M no plano todo. Cada
“retangulo” sombreado é aplicado por M no préximo retangulo sombreado, na direcao
das setas (lembrando que a = 7/3 e que a grade circular foi feita com angulo 7/6).
Pela escolha de «, seis aplicagoes sucessivas de M produzem a identidade, e portanto

. . . m m
dizemos que “M tem periodo 6”. Mais geralmente, se o = (—) 2w, onde — é uma
n n

~ . . - , , (0 . ~ .
fracao irredutivel, entao M tem periodo n. Porém, se — ¢ irracional, nao importa

T
quantas vezes aplicamos M, nunca obteremos a identidade.

Figura 5.2: Efeito de uma transformacao de Md&bius eliptica

Hiperbdlica: Dizemos que M ¢é uma transformacao de Md&bius hiperbilica, se M é
hiperbolica, ou seja, uma homotetia correspondente a m = p # 0,1. Uma vez que
M é uma homotetia se, e somente se, deixa invariante cada reta pela origem, M ¢
hiperbolica se, e somente se, deixa invariante cada circunferéncia de C;.

A figura 5.3 ilustra tal transformacao com p > 1. Note que, se compusermos esta

transformagao, entdo qualquer regido (por exemplo, a regiao hachurada proxima de
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&) é aplicada para longe de &, sendo “espremida” em & . Neste caso £, é chamado
“ponto fixo repulsor” e £_ é “ponto fixo atrator”. Se m = p < 1 entao os papéis de &, e

&_ sao trocados.

Figura 5.3: Efeito de uma transformacao de Md&bius hiperbélica

Loxodroémica: Se m = pe®, entdo M éa composicao de uma rotacao com uma
homotetia. Assim, M é chamada de “transformacao de Mdébius lozodromica”. Neste
caso, nem as circunferéncias de C;, nem as de C, sao invariantes. As curvas que sao
invariantes estao ilustradas na figura 5.4, com o > 0 e p > 1, que também mostra o

efeito de aplicagoes sucessivas de M em uma pequena regiao proxima de &,.

Figura 5.4: Efeito de uma transformacao de Md&bius loxodromica

Observando a figura concluimos que: uma transformacao de Mobius loxodrémica,
com pontos fixos £ e multiplicador m = pe'®, é a composi¢io (em qualquer ordem)
de: (i) uma transformagao de Mdobius eliptica com multiplicador m = € e pontos fixos
&4; (il) uma transformagao de Mobius hiperbdlica com multiplicador m = p e pontos

fixos &4.
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5.3 Interpretacao geométrica local do multiplicador

Na Secao 5.1, escolhemos arbitrariamente enviar £, em 0, ao invés de £_. Neste
sentido, a definicao do multiplicador m da transformacao de Mobius M torna-se am-
bigua e uma notagao mais sugestiva deveria ter sido utilizada, por exemplo, m,. Assim
sendo, qual seria o multiplicador m_ e como se relacionaria com m_?

Note que, por definicao, M satisfaz F'o M = M o F. Recordando a definicao de F,

se w = M (z) entao
w—& z =&+
w—f_m<—z—£>' (5.1)

Permutar £, e £ na equacgao acima é equivalente a aplicar £ em 0 e £, em oo e

neste caso obtemos
w—& z—=§& U’—§+_l z =&+
w—@”“(z—&)‘:’w—s_“m(z—f_)' 52)

. o 1
Assim, o multiplicador é trocado de m para — e ambos os valores podem ser chama-

dos de “o multiplicador de M”. Refinamos nossa linguagem chamando o nimero m que
aparece em (5.1) de multiplicador associado' a &, e denotando-o por m . Nestes ter-

mos, mostramos que os multiplicadores associados aos dois pontos fixos sao inversos
1

um ao outro, ou seja, m_ = —.
my
Tentaremos entender este fato geometricamente. Observando novamente a figura 5.1,
fica claro que m, = e'™/3. Tentaremos agora interpretar m, diretamente através da
situacao apresentada na figura 5.2, sem a ajuda do lado direito da figura 5.1. Quanto
mais proximo de &£,, mais os membros de C; se aproximam de circunferéncias con-
céntricas neste ponto. De fato, quanto menor a vizinhanca ao redor de &, , mais as
circunferéncias de C; se comportam como suas retas tangentes em £, . Mas cada mem-
bro de C; é, por construcao, ortogonal aos membros de C;, e portanto, devem ser
circunferéncias centradas em &, .2
Isto posto, podemos concluir que o efeito local de M (em uma vizinhanga infinitesi-
mal de &) é uma rotagao centrada em &, por um angulo de 7/3. Este é o significado do
multiplicador m, = e*("/3) associado a &,. E claro que a mesma argumentacao se aplica
para uma vizinhanca infinitesimal de £_. Porém, como pode ser visto na figura 5.2, o

efeito local de M nesta vizinhanga é uma rotagao de —7/3 e o multiplicador associado
1

torna-se m_ = —.
my
Continuando a interpretacao geométrica, podemos ver na figura 5.3 que o mesmo
fendmeno ocorre no caso de uma transformacao hiperboélica, e o multiplicador associado
af, émy = p > 1. Issonosdiz que o efeito local de M em uma vizinhanca infinitesimal

de £, é uma expansao centrada neste ponto. Em breve verificaremos que o “fator de

! Analogamente, definimos m_.
2Uma reta é perpendicular a uma circunferéncia se, e somente se, passa pelo centro desta.
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expansdo” é precisamente p. E também evidente, a partir da mesma figura, que o efeito
local de M em uma vizinhanca infinitesimal de £_ é uma contracao, de modo que o
multiplicador associado a esse ponto é real e menor que 1. No entanto, nao é tao claro
que esse nimero seja 1/p, como suspeitamos ser. Isso também pode ser demonstrado
geometricamente, mas ao invés disso, voltamos para os argumentos algébricos.

Sejam Z =z — &, e W = w — &4, vistos como vetores com origem em &, até z e
até sua imagem w = M (z). Como observado acima, se Z ¢é infinitesimal entao o efeito
de M é rotacionar Z por «a e expandir por p, ou seja, W = mZ. Mais precisamente,

note que (5.1) pode ser reescrita como

W Z W (w—&
e ()= ()

Como Z tende para 0, z e w tendem para &, e assim W = mZ, como desejado.

Finalmente, para uma transformacao de Mobius loxodromica, o efeito geométrico
local ao redor de &, (ou de £_) & uma mescla dos dois anteriores, ou seja, rotagdo com

expansao/contracao, dependendo do valor de p.

5.4 Transformacoes parabdlicas

J& temos algum entendimento das transformacgoes de Mobius com dois pontos fixos.
Resta agora tratar o caso em que M tem apenas um ponto fixo &, ou seja, M sendo

uma transformacao de Mobius parabolica.

Figura 5.5: Efeito de uma transformacao de Md&bius parabdlica

Considere o lado esquerdo da figura 5.5, mas ignore as setas por enquanto. Podemos
observar duas familias de circunferéncias passando por £: as familias C; (tracejada) e

Cy (solida). Além disso, cada membro de uma familia é ortogonal a cada membro da
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outra, nos dois pontos de intersecao. O lado direito da figura 5.5 ilustra o que acontece
quando aplicamos £ em oo por meio da transformacao de Mobius, por exemplo,

1
z—&

Claramente, C; e Cy sao transformadas em familias ortogonais de retas paralelas. Ob-

G(z) =

viamente, se aplicarmos G~! obteremos o efeito contrério, ou seja, familias de retas sao
aplicadas em familias de circunferéncias.
Como antes, sejam z = G(z) e w = G(w) as imagens de z e w = M(z). Assim,
a transformacgdo de Mobius z — w = M(z) induz outra transformagdo de Mobius
Zw= ]\A/[/(Ej, definida por
M=GoMoG™".

Como oo é o tnico ponto fixo de ]\7, deduzimos que M s6 pode ser uma translacao,
MEZ) =Z+p.

Suponhamos que as setas no lado direito da figura 5.5 representam a direcao da
translacao por p. Assim, obtemos uma grade alinhada com p, a qual cada quadrado
sombreado é aplicado no seguinte, por M. No lado esquerdo da mesma figura, observa-
mos a acao da transformacao de Mdbius parabolica M, onde cada circunferéncia de C,
é invariante, e as circunferéncias de C; sao trocadas entre si. Mais ainda, cada regiao

sombreada é aplicada na préxima regiao sombreada, na direcao das setas.

b
Se M(z) = azid estd normalizada, pela equagdo (3.7), M é parabdlica se, e
cz
—d
somente se, a +d = +2. Em cada caso £ = a2—. Agora, vamos determinar p em
C —~
termos dos coeficientes de M. A igualdade G o M = M o G fornece
Lo
w—g z-¢
Desde que w = M(c0) = (g), concluimos que
c
1 1 2c
¢ c 2c

onde o sinal “4” é determinado por a + d.

Note que nao definimos multiplicador para uma transformacao de Mébius parabdlica,

uma vez que M nao é da forma mz.

5.5 Calculando o multiplicador

Vimos anteriormente como o multiplicador m determina o carater de uma trans-

formacao de Mobius. Agora, mostraremos como determinar m diretamente dos coefi-
. az+b
cientes de M(z) = .
cz+d
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Suponhamos ja calculados os pontos fixos & por meio da equagao (3.7), por ex-
emplo. Desde que w = M(o0) = a/c, (5.1) fornece o multiplicador associado a &,
isto é, :

a— c€y
my = m_ (5.3)

Por exemplo, considere a inversdo complexa z + 1/z. Os pontos fixos sdo as
solugoes de z = 1/z, que sdo £&x = £1. Assim, o multiplicador associado a £, = 1
émy = &, /& = —1 = €™, que neste caso é o mesmo que o multiplicador m_ =
1/m, associado a & = —1. Assim, a inversao compleza € eliptica e uma vizinhanga
infinitesimal de cada ponto fixo é simplesmente rotacionada ao redor deste ponto por
um angulo de 7 (o sentido depende do ponto).

Se desejarmos, podemos obter explicitamente m, substituindo (3.7) em (5.3). Se
apenas quisermos saber o carater da transformacao de Mébius, entao podemos prosseguir
como se segue.

O multiplicador m esta relacionado com os coeficientes da transformagao de Mobius

normalizada por meio da equacao

1
De fato, como [M] = [F|[M][F]~!, entdo det[M] = det([F|[F]~!) det[M] = det[M].
Assim, independentemente se [F] estd, ou ndo, normalizada, [M] esta normalizada se,

e somente se, [M] esta normalizada. Desde que M (z) = mz, e sua matriz normalizada

~_a0_\/§ 0
-y - [V e

pois os coeficientes o e § devem satisfazer ad = 1 e a/§ = m. Calculando o trago,

sera

obtemos

1
vm -+ —= = tr([F][M][F] ™) = tr([F] ' [F][M]) = tr([M]) = a + d.
ym
A simetria da equagao (5.4) implica que, se m é uma solugao, entao 1/m também

é solucao. Com isso obtemos a seguinte classificacao algébrica: a transformacao de

b
Mébius normalizada M(z) = azj_—d é:
cz

eliptica se, e somente se, a + d é real e |a + d| < 2;
hiperbolica se, e somente se, a + d é real e |a + d| > 2;
loxodrémica se, e somente se, a + d é complexo;

parabdlica se, e somente se, a + d = +2.



Interpretacao do multiplicador por meio de autovalores

69

Para verificarmos estes casos, observamos primeiramente que, a partir da equacao
(5.4), m deve ser solu¢ao de m — y/m(a + d) + 1 = 0. Fazendo x = /m, obtemos uma
equagao quadratica cujas solugoes sao ((a + d) £ /(a + d)? — 4)/2.

Assim, M é eliptica se, e somente se, my = e para 0 < o < 7. Da equacao
(5.4), obtemos

Vetia 4 veFia = 2cos(a/2) = a +d,

e portanto,b a +d é real e |a + d| < 2.

Também, M é hiperboélica se, e somente se, possui os dois multiplicadores reais, ou
seja, a +d é real e |a + d| > 2.

Além disso, M é loxodromica se, e somente se, possui dois multiplicadores my =

p+eF@ onde p_ = 1/p,. Por (5.4), obtemos

Vpse + /p_e " = \/py(cos(a/2) + isen(a/2)) + /p—(cos(a/2) — isen(a/2))
— cos(a/2) (V7 + V/7) + isen(a/2) (/55 — V).

que ¢ um numero complexo. Portanto, a + d é um niimero complexo.

Por fim, M é parabdlica se, e somente se, possui um tnico ponto fixo, e portanto,
um tnico multiplicador. Isso ocorre se, e somente se, \/(a+d)?2 —4 = 0, ou seja,
a+d= 42

5.6 Interpretacao do multiplicador por meio de auto-

valores

Se a matriz [M] representa uma transformagao linear de C? em C?, vimos na
Proposicao 4.2 que seus autovetores sao vetores de coordenadas homogéneas dos pontos
fixos da correspondente transformacgao de Mobius M. Também vimos que, se [M] esta

normalizada, entao seus autovalores determinam o carater de M. Mais precisamente,

Proposicao 5.1. Se um ponto fixro de M é representado como um autovetor (com
autovalor \) de uma matriz normalizada [M], entao o multiplicador m associado a este

ponto firo é dado por m = 1/)\2.

Antes de provarmos este resultado, vejamos como fica o caso da inversao complexa
M : z+— 1/z. Ja sabemos que os pontos fixos sdo £+ = +1, e que ambos os multipli-
cadores associados sao dados por mq = —1.

0 7
Também, facilmente encontramos que a matriz normalizada é [M]| = [ 0].
)

z ~
Tomando como vetor de coordenadas homogéneas do complexo z o vetor 1], entao
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) ==
os autovetores associados aos pontos fixos z = +1 sao . Desde que

-0 - B

vemos que os autovalores sao dados por A = +i, como afirmado na Proposicao 5.1.

Retornando ao caso geral, as equagoes (4.2) e (5.4) mostram que /m e \ sio raizes
da mesma equacao quadratica e assim deduzimos imediatamente de 5.1 que os dois
valores reciprocos de m sdo iguais aos dois valores reciprocos de A\%2. Entretanto, nio
sabemos como estes valores se correspondem. Apresentamos, entao, uma abordagem
mais produtiva.

Um resultado bem conhecido da Algebra Linear, valido para matrizes n x n, diz
que:

se ¢ ¢ um autovetor de [A] com autovalor A, entdo ¢ := [B]e é um autovetor

de [A] := [B][A][B] !, também com autovalor A.

De fato, [AJ¢ = ([B][A][B]"")[B]e = ([B][A])e = [B](\e) = \[Ble = \z.

Considere novamente as hipoteses da figura 5.1, na qual o ponto fixo £, de M (com

multiplicador associado m, ) é aplicado no ponto fixo 0 de M=FoMo F~! por meio
dez—2=F(z) = (2 = &)/(z — &)

Em termos de transformacoes lineares de C? em C?, o autovetor

5;] de [M] é

—~

0
aplicado por [F] no autovetor ) de [M] = [F][M][F]7'. Pelo resultado acima (da

. —~ |0 0
Algebra Linear), se A\, é o autovalor de [5;]7 entao [M] [1] =\ [1], estando, ou

nao, normalizadas as matrizes acima.

Suponhamos, agora, que [M] estd normalizada, como exigido em 5.1. Ja sabemos
~ ~ ~ y/m 0
que a matriz normalizada de M : Z — m,z é dada por [M] = * , de
0 1/« /M

onde concluimos que

B ] )

Portanto, m = 1/)\1, como era para ser mostrado.

Terminamos, assim, a classificacao das transformacoes de Mobius.
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