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Resumo

O objetivo principal deste trabalho ¢ a demonstracao do Teorema Fundamental da
Algebra por meio da Teoria de Homotopia. Esta teoria é uma das mais importantes da
Topologia Algébrica. Para um melhor entendimento do tema faz-se uma retomada de
algumas defini¢goes de Topologia Geral, em seguida estuda-se tépicos de homotopia e
também o tema a eles relacionado, denominado Grupo Fundamental. De posse destas
ideias demonstra-se o Teorema Fundamental da Algebra. O texto tem como principal
referéncia o livro [5].

Palavras-chave: Algebra, Grupo Fundamental do Circulo, Topologia.






Abstract

The main objective of this work is the proof of the Fundamental Theorem of Algebra
through the Homotopy Theory. This theory is one of the most important in Algebraic
Topology. For a better understanding of the subject one recalls some definitions of
General Topology, next it is studied homotopy topics and also a related subject, namely
Fundamental Group. Making use of these concepts the proof of Fundamental Theorem
of Algebra is shown. The main reference for the text is the book [5].

Keywords: Algebra, Fundamental Group of Circle, Topology.
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1 Introducao

O estudo, por volta do século XIX, de uma geometria cujo foco sao as propriedades
de figuras geométricas que se conservam quando todas as propriedades métricas sao
eliminadas, deu origem ao que modernamente denominamos Topologia e que a principio
foi chamada de Analysis Situs. Desta forma, a Topologia surge no cenario matematico
e hoje se situa como uma das areas de grande importancia da Mateméatica Moderna.

Neste trabalho demonstraremos o Teorema Fundamental da Algebra através da Te-
oria de Homotopia, que é um contetdo pertencente & Topologia, mais especificamente
a uma sub-area desta, denominada Topologia Algébrica, que como o nome indica se
presta a estudar problemas de Topologia através da Algebra. No entanto, nestre tra-
balho faremos algo inverso, ou seja, estudaremos um problema da Algebra através da
Topologia.

O trabalho ter4 inicio com conceitos de topologia geral, tais como: conjuntos abertos
e fechados da reta, espagos topolégicos, continuidade de fungoes e homeomorfismo. Dai
prosseguiremos para a topologia algébrica através do estudo do grupo fundamental, em
que o conceito de homotopia encontra-se inserido.

Em todos os topicos traremos exemplos com o objetivo de melhor fixé-los. Por fim,
usaremos os conceitos estudados para demonstrar o Teorema Fundamental da Algebra,
que afirma que todo polinémio

f(2)=2"+an 12" Fan 02" 2+ arz + ag,

em que n é um inteiro positivo e a,,_1, a,_2, . . . , g a0 numeros complexos, possui uma
raiz, isto é, existe um nimero complexo « tal que f(«) = 0.

Todas as figuras deste trabalho sdo adaptagoes das originais encontradas em [5],
com excecao das figuras 4.6, 4.7, 4.8, 4.9 e 4.10.
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2 Topologia da Reta

Neste capitulo, estudaremos as definicoes de conjunto aberto e fechado da reta,
assim como dois teoremas relativos a estes conjuntos. O teorema 2.1 nos servira para
classificar o conjunto dos ntimeros reais, que denota-se por R, como a topologia usual
da reta no capitulo seguinte. Aqui utilizamos as referéncias [4] e [6].

2.1 Conjuntos Abertos

Definicao 2.1. Seja X C R. Um ponto a € X € dito ponto interior de X quando
existir € > 0 tal que
(a—e,a+¢)CX.

O conjunto
int X = {z € X : 2z € ponto interior},

denotard o conjunto de todos os pontos interiores de X.

Observacgao 2.1. Pela defini¢ao 2.1 sempre é verdade que int X C X, mas nem sempre
ocorre X C int X como nos mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 2.1. Seja X = [0,3). Temos que qualquer a € (0,3) é ponto interior de X.
De fato, seja
e =min{a,3 —a} >0

Logo,
(a—e,a+¢e) C|0,3).

Contudo, 0 nao é ponto interior de X. Com efeito, para todo € > 0,
(_575) Jq [07 3)

Portanto,
X =10,3) £ (0,3) = int X.

Definicao 2.2. Um conjunto A C R é chamado aberto quando A = int A.

Exemplo 2.2. O conjunto [0,3) nao é aberto. De fato 0 € [0,3), mas 0 ndo é ponto
interior do conjunto [0, 3) conforme visto no exemplo 2.1.

Exemplo 2.3. O conjunto (a,b) é aberto. De fato, sejam
z € (a,b) e e=min{xr —a,b—2x} >0.

Logo,
(x —e,x+¢) C(a,b).

Assim (a,b) = int(a, b).

17



18 Topologia da Reta

Exemplo 2.4. Os conjuntos (—o00,a) e (b, 00) sdo conjuntos abertos. De fato, para o
primeiro intervalo tomando x € (—o00, a), existe € = (a — z) > 0, tal que

(x —e,x+¢) C(—00,a).
Da mesma forma para todo = € (b, 00), existe € = (z — b) > 0, tal que
(x —e,xz+¢) C (b,00).

Exemplo 2.5. Os conjuntos dos ntimeros naturais, inteiros, racionais e irracionais nao
sao abertos. De fato, o conjunto dos niimeros naturais nao é aberto, pois para todo
r € N, nao existe € > 0 tal que

(x—e,x+¢e) CN,

ja que neste intervalo sempre existem ndmeros irracionais, por exemplo. Por conse-
guinte, int N = () # N. De forma andloga, mostra-se que os inteiros, os racionais e os
irracionais nao sao conjuntos abertos.

Teorema 2.1. Sobre os conjuntos abertos da reta podemos afirmar que:
a) Os conjuntos () e R sao abertos;
b) A unido de uma familia qualquer de conjuntos abertos € um conjunto aberto;
c) Uma interse¢ao finita de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

Demonstragao.  a) De fato, conforme a observagao 2.1 temos que int ) C (). Como o
tnico subconjunto de () é (), segue que int ) = 0.

Sobre o conjunto R, temos que para todo = € R, existe € > 0 (de fato para todo
e > 0) tal que (x — e,z 4+ ¢) C R. Assim, o conjunto R também ¢é aberto.

b) Seja (Ax)rer uma familia de abertos. Se a € | J Ay , entao existe A € L tal que
a € Ay. Como A, é aberto, existe ¢ > 0 tal que

(a—e,a+e)CA\C UA,\.
Portanto, a uniao de uma familia qualquer de abertos ¢ um conjunto aberto.

¢) Queremos mostrar que se n € N e Ay, Ay, ..., A, sdo conjuntos abertos, entao

n

ﬂ A; é um conjunto aberto.
i=1

Por indugao sobre n temos:

Base de indugao. Seja a € A; N A;. Como A; e A; sdo conjuntos abertos,
existem €1, €9 > 0 tais que

(a—€17a+81)QA1 e ((l-é—fg,(l-’-ﬁg)@Ag.
Tomando € = min{ey, £2}, temos que

(a—e,a+e)CA e (a—ea+e)C A,
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Logo,
(CL—S,CL+€) g (Al ﬂAQ)
Dai temos que ﬂ A; € um conjunto aberto para n = 2.
i=1

n
Hipotese de indugao. Suponhamos que ﬂ A; seja aberto.
i=1
n+1
Mostremos, pela hipotese de inducao, que ﬂ A; é aberto. Para tanto, fazendo

i=1

n

m A; = B, temos por base de indugao que B N A,,;1 é um conjunto aberto ji

i=1

que B é um conjunto aberto por hipdtese de indugao e A, 1 é outro aberto por
n+1

hipotese. Logo, ﬂ A; = BN A,41 ¢ um conjunto aberto. m
i=1

Exemplo 2.6. Consideremos a familia de conjuntos abertos de R
A, =(—=1/n,1/n),n € N.

Desta familia afirmamos que

() An = {0}. (2.1)

De fato, devemos mostrar que: (i) ﬂ A, € {0} e (ii) {0} C ﬂ A,
n=1 n=1

Demonstragao de (i) ﬂ A, C {0}. Por absurdo, suponhamos que existe = € ﬂ A,
n=1 n=1
ez # 0. Como |x| > 0, segue que existe um! ny € N tal que,

|z| > 1/ng >0

Logo, ¢ (—1/ng,1/ng) = A, e, portanto, = ¢ ﬂ A,,. Dai segue o resultado.

n=1
Demonstragao de (ii) {0} C ﬂ A,,. De fato, para qualquer n € N, 0 € (—=1/n,1/n).

n=1
Como o segundo membro da igualdade (2.1) ndao é um conjunto aberto, ja que para

qualquer € > 0 tem-se (—¢,e) € {0}, concluimos que a intersegao arbitraria de
uma familia qualquer de conjuntos abertos nao é, em geral, aberto.

2.2 Conjuntos Fechados

Definicao 2.3. Seja F C R, dizemos que F' é um conjunto fechado se seu comple-
mentar em relagao a R denotado por Iy € um conjunto aberto em R.

1Pois, o conjunto R é arquimediano; conforme podemos ver em [4], pp. 75 e 80.
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Exemplo 2.7. O conjunto [a,b] é fechado. De fato, o complementar deste conjunto

é (—o0,a) U (b,00), que é a unido de dois conjuntos abertos e portanto, pelo teorema
2.1.b, aberto.

Exemplo 2.8. Os conjuntos (—o0, b] e [a, o0) sao fechados. De fato, os complementares
destes sao, respectivamente, os conjuntos abertos (b, c0) e (—00, a).

Exemplo 2.9. O conjunto {a} é fechado. De fato, seu complementar é o conjunto
aberto (—oo,a) U (a, 00).

Exemplo 2.10. O conjunto (a,b] ndo é aberto nem fechado. De fato esse conjunto
nao é aberto, pois para b € (a, b], ndo existe € > 0 tal que

(b—¢e,b+¢) C (a,b].

Além disso, o complementar de (a, b] é o conjunto (—oo,a] U (b, 00) que nao é aberto,
pois para a € (—oo,a| U (b, 00), ndo existe £ > 0 tal que

(CL—E,CL+E) - (—OO,CL] U (b7 OO)
Teorema 2.2. Sobre os conjuntos fechados da reta podemos afirmar que:
a) Os conjuntos O e R sao fechados;

b) A intersecao de uma familia qualquer de conjuntos fechados é um conjunto fe-
chado;

c) Uma uniao finita de conjuntos fechados € um conjunto fechado.

Demonstragdo.  a) De fato, () e R sao fechados, pois seus complementares sao, res-
pectivamente, os conjuntos R e () que sdo abertos; conforme se verificou, pelo
teorema 2.1.a.

b) Seja (F,)acr uma familia de fechados em R. Para cada a € L tomemos o aberto
A, = F. Como
(NF,) = UF; = UA,

é um conjunto aberto, pelo teorema 2.1.b, segue que NF,, é fechado.

c) Sejan € Ne Fi,F,, ..., F, conjuntos fechados. Tomemos o aberto A, = F¢
(=1,2,3,...,n). Temos que

(JF)=NF=()Aa
a=1 a=1 a=1
é um conjunto aberto, pelo teorema 2.1.c, segue que U F,, é fechado. O

a=1

Exemplo 2.11. Para a familia de conjuntos fechados F,, = [1/n, 1], n € N, podemos
verificar que
ull/n,1] = (0,1].

De fato, devemos mostrar que: i) U[1/n,1] C (0,1] e ii) (0,1] € U[1/n,1].
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Demonstragao de i) U[1/n,1] C (0,1]. Suponhamos que existe x € U[l/n,1] e
x ¢ (0,1]. Como = € U[1/n, 1], segue que existe um ny € N tal que,

0<1l/np<z<1

o que é um absurdo. Logo,
U[l/n,1] C (0,1].

Demonstragao de ii) (0,1] € U[1/n,1]. Para todo = € (0,1], temos que existe
no € N, tal que 1/nyg < z < 1, ou seja, x € |1/ng, 1], consequentemente x € [1/ng, 1].
Dai z € U[1/n, 1]. Logo,
1] C U[1/n,1].

¢ (—00,0] U (1, 00). Porém, este conjunto nao é

(0
O complementar do conjunto (0, 1]
(1,00) nao existe ¢ > 0 tal que

aberto, ja que para 0 € (—o0,0] U
(—e,e) C (—00,0] U (1, 00).

Consequentemente (0, 1] ndo ¢ um conjunto fechado. Mas, U[1/n, 1] = (0, 1]. Dai temos
que uma uniao de uma familia arbitraria de conjuntos fechados, em geral,
nao é um conjunto fechado.






3 Espacos Topolégicos e Funcoes
Continuas

3.1 Espacos Topolbgicos

Neste capitulo, trabalharemos com duas se¢oes. Na primeira se¢ao definiremos to-
pologia, espagos topologicos e conjuntos abertos e fechados de um espago topolégico
qualquer. Ja na segunda secao definiremos homeomorfismo e continuidade de fun-
¢oes tendo como dominio e contradominio espacos topologicos quaisquer. Para tanto,
utilizamos as referéncias [5] e [2].

Definicao 3.1. Seja X um conjunto nao vazio. Uma colecio T de subconjuntos de X
¢ uma topologia em X se possui as sequintes propriedades:

a) X e () pertencem a T;
b) A wuniao arbitrdria de elementos de T pertence a T;

c) A intersecao finita de elementos de T pertence a T.

O par (X,T) € chamado espago topoldgico e os elementos de T chamam-se conjumn-
tos abertos. Quando nao houver duvida em relagcao a topologia, faremos referéncia a
este espago simplesmente pelo conjunto X.

Exemplo 3.1. Seja U a colecao de todos os conjuntos abertos de R. Entao U é uma
topologia em R, pelo teorema 2.1, denominada de topologia usual da reta.

Exemplo 3.2. Consideremos as seguintes colegoes de subconjuntos de X = {a, b, ¢, d, e}:
o Ty ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e}}
o b ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d}}
o T3 ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{a,b,d, e}}

A colegao T é uma topologia em X ja que possui as trés propriedades da definigao 3.1.
Ja T, nao é, pois o conjunto

{a,c,d} U{b,c,d} = {a,b,c,d}

nao pertence a 75, contrariando assim a propriedade (b). A colegdo T3 também nao é
uma topologia em X, pois o conjunto

{a,c,d} N{a,b,d, e} = {a,d}

nao pertence a T3, contrariando a propriedade (c).
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24 Espagos Topolégicos e Fungoes Continuas

Exemplo 3.3. Seja D a cole¢ao de todos os subconjuntos de X. D é uma topologia
em X, pois possui todas as propriedades da definicao 3.1. Esta topologia é chamada
topologia discreta e X, juntamente com esta topologia, ¢ denominado espago to-
pologico discreto, ou simplesmente espago discreto.

Exemplo 3.4. A colegdo I = {(), X} é uma topologia em X, denominada topologia
indiscreta ou topologia trivial.

Exemplo 3.5. Sejam o conjunto X e T a colecao de todos os subconjuntos U de X
tais que X — U ¢ finito ou todo X. Entao T} ¢ uma topologia em X, denominada
topologia do complementar finito, pois:

1) 0 e X pertencem a T;
De fato, X — () ¢ o proprio X e X — X = () ¢ finito.

2) Uaey, Ua pertence a T';
Seja {U, }aer, uma familia arbitraria de elementos de Ty. Mostremos que UaeL U,
pertence a 1.

Da teoria elementar de conjuntos tem-se

X—JUa=N&X-0a).

a€L a€eL

Este ultimo conjunto é finito, visto que cada conjunto X —U, é finito e a interse¢ao
de uma familia arbitréaria de finitos é finito.

3) N._, U, pertence a T}.

Seja {Uy}7_; uma familia finita de elementos de Ty. Mostremos que (._, U,
pertence a 1.

Da teoria elementar de conjuntos tem-se

XT—’ﬁﬁlkx::(j(XT_'U@)
a=1 a=1

Este ultimo conjunto é finito, pois é uma uniao finita de conjuntos finitos.

Definigao 3.2. Supondo que T e T" sao duas topologias em um dado conjunto X,
e T ¢ mais fina que T" quando T DO T".
e T ¢ menos fina que T quando T C T".
e T e T’ sao compardveis quando T O T ouT C T".

Exemplo 3.6. Dada uma topologia T" e as topologias discreta (D) e indiscreta (I),
tem-se sempre
I1CTCD.

Logo, D é mais fina que T' que por sua vez é mais fina que I.

Definicao 3.3. Seja X um espaco topoldgico. Um subconjunto F' de X é um conjunto
fechado quando seu complementar € aberto.
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Exemplo 3.7. A colecao
T ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e}}

define uma topologia em X = {a,b,c,d,e}. Os subconjuntos fechados de X sdo (), X,
{b,¢c,d, e}, {a,b,e}, {b, e}, {a} pois sdo os complementares dos abertos de X. Notemos
que ha subconjuntos de X, tais como {b, ¢, d, e}, que sdo simultaneamente abertos e
fechados, assim como existem, por exemplo {a,b}, aqueles que nao sdo abertos nem
fechados.

Exemplo 3.8. Seja X um espaco topologico discreto. Entao todo subconjunto de X é
também fechado, pois seu complementar é um aberto. Assim, em um espago discreto,
qualquer conjunto é tanto aberto quanto fechado.

Definicao 3.4. Seja X um espaco topoldgico com topologia T'. Se'Y € um subconjunto
de X, a colecao
Ty ={YNU:U€eT}

¢ uma topologia em Y, denominada topologia relativa a Y. O espaco topologico
(Y, Ty) € chamado de um subespago de (X, T).

Exemplo 3.9. Considere a topologia T = {X,0,{a}, {c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}} em
X ={a,b,c,d,e} e o subconjunto Y = {a,d, e} de X. Observemos que:

e XNY =Y

e INY =0
{a} NY = {a}
{c,d}NY = {d}

{a,c,d} NY ={a,d}

{b,c,d, e} NY = {d,e}

Logo, a topologia relativa em Y é

Ty = {Y’ @a {a}> {d}> {a’7 d}v {dv 6}}

Exemplo 3.10. Seja a topologia usual U em R e o intervalo Y = [3,8]. O intervalo
[3,5) ¢ um conjunto aberto na topologia relativa em Y, pois [3,5) = (2,5) N [3,8](O
intervalo (2,5) é um conjunto aberto de R). Temos, assim, que um conjunto pode
ser aberto em um subespago sem que seja aberto no espaco inteiro.

3.2 Funcgoes Continuas

Nesta secao, daremos uma definicao de continuidade que incluird aquelas dadas
sobre a reta, o plano e o espaco. Dali, estudaremos algumas propriedades das fungoes
continuas, das quais muitas sao generalizagoes diretas de conceitos que se aprendem
sobre funcoes continuas em Analise.
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Definicao 3.5. Sejam X e Y espagos topologicos. Uma funcao f : X — Y se diz
continua se para cada subconjunto aberto V de Y, o conjunto U = f~HV) € um
subconjunto aberto de X.

Observagao 3.1. O conjunto f~}(V) representa todos os pontos z € X tais que
f(z) eV.

Pela definicao percebemos que a continuidade de func¢oes nao depende apenas da
funcao f, mas também das topologias especificadas no dominio e no contradominio de
f. Desse modo, uma funcao f : X — Y pode ser continua ou nao, dependendo das
topologias definidas em X e Y. Assim podemos dizer que f é continua relativamente
as topologias em X e Y.

Exemplo 3.11. Seja T = {X, 0, {a}, {a, b}, {a, b, c}} uma topologia em X = {a,b, ¢, d}
eseja T* = {Y,0,{x},{y}, {z,y}, {vy, z,w}} uma topologia em Y = {z,y, z,w}. Dadas
as fungoes f : X — Y definida por

fla)=y, fb) =2 flc)=w e [f(d) =2
e g: X — Y definida por

gla) =z, g(b) =2, glc) =2 e g(d)=w

tem-se que f & continua, pois a imagem inversa de cada elemento de T* em Y é
elemento de T em X. J4 ¢ nao é continua, pois {y, z,w} € T*, mas sua imagem
inversa {c,d} ¢ T.

Exemplo 3.12. Considere um espago discreto (X, D) e (Y,T) um espago topologico
qualquer. Entao toda funcao f : X — Y é continua, pois, se V é um aberto em Y,
sua imagem inversa f~1(V) ¢ um aberto em X, ja que todo subconjunto de um espago
discreto é aberto.

Exemplo 3.13. Se (X,T) é um espaco topologico e (Y,I) é um espago indiscreto,
entao qualquer funcao f : X — Y é continua. De fato, s6 ha dois abertos em Y e:

elcled=f1YD)eT
eYecleX=fY)eT

Construcgao de fungoes continuas

Uma maneira muito utilizada para construgao de fungdes continuas em analise é
tomar somas, diferencas, produtos ou quocientes de fung¢oes continuas com valores
reais. Um teorema! similar a este a menos do dominio das funcoes envolvidas é que:
Se? f, g : X — R sdo continuas, entao f+ g, f —g, f - g sao continuas e f/g é continua
se g(z) # 0 para cada x € X. Uma pergunta que nos surge naturalmente é: Como
construir fungoes entre dois espagos topologicos quaisquer? A esta pergunta temos o
teorema a seguir.

Teorema 3.1 (Regras para construir fungoes continuas). Sejam X, Y e Z espagos
topoldgicos.

1A demostragao deste teorema pode se ver em [5] p. 131.
20 dominio das funcdes f e g é um espaco topolégico qualquer.
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2)

Funcao Constante. Uma func¢ao constante f: X — Y € continua.
Inclusao. Se A € um subespaco de X, a funcao inclusio i : A — X € continua.

Composicao. Se f: X - Y eg:Y — Z sao continuas, entao a aplicagio
gof: X — Z € conlinua.

Restricao do Dominio. Se f: X — Y € continua e A é um subespaco de X,
entdo a fungao restrita fl|A: A —Y € continua.

Restricao do Contradominio. Seja f : X — Y continua. Se Z é um subespaco
de Y que contém o conjunto imagem f(X), entao a func¢ao g: X — Z obtida ao
restringir o contradominio de f, € continua.

Extensao do Contradominio. Seja f : X — Y continua. Se Z é um es-
paco com Y como subespaco, entio a funcao g : X — Z obtida ao extender o
contradominio de f, € continua.

Continuidade Local. A aplicagio f : X — Y € continua se X puder ser escrito
como uma unido de abertos A, tais que f|A, € continua para cada a.

Demonstragao.  a) Seja a € Y um valor fixado qualquer. Queremos mostrar que a

funcdo constante f : X — Y dada por f(z) = a para todo x € X é continua.
Para tanto, tomemos um aberto U de Y. Caso a € U, temos f~}(U) = X e se
a ¢ U, temos f~1(U) = (). Em todo caso f~1(U) é um aberto de X.

Seja U um aberto de X, segue que i *(U)={r € A:i(z)e U}={rxe€A:x¢e
U} =UnNA, que é um aberto de A por defini¢ao de topologia de subespago.

Se U é um aberto de Z, entao ¢g~'(U) é um aberto de Y, pois g é continua e
Y g Y(U)) é um aberto de X, ja que f também é continua. Mas f~1(¢~1(U))
= (go f)~1(U). Logo, (go f)"Y(U) é um aberto de X.

A funcao f|A é equivalente a composicao da aplicagao inclusao ¢ : A — X com
a aplicacao f : X — Y, ambas continuas. Dai, devido ao resultado acima; segue
o resultado.

Seja f : X — Y uma fungao continua. Se f(X) € Z C Y, mostremos que a
funcao g : X — Z obtida de f é continua. Se U é um aberto de Z, segue que
U = Z N B para algum aberto B de Y. Visto que Z contém o conjunto imagem
f(X); f7Y(B) = g(U). Mas f~!(B) é um aberto de X. Logo, ¢~ '(U) é um
aberto de X.

Para mostrar que g : X — Z é continua se Z tiver Y como subespaco, basta
observar que g é equivalente a composicao das fungoes f : X - Ye 1: Y — 7|
ambas continuas.

Seja U um aberto de Y. Entao,
FHU)Y N Ag = (f]Aa) 1),

visto que ambos os membros da igualdade acima sao expressoes que representam
o conjunto dos pontos x que pertencem a A, tais que f(z) € U. Como f|A, é
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continua; segue que o conjunto (f|A,) ' (U) é um aberto de A, e portanto um
aberto de X3 pois A, é um aberto de X. Mas

) = (U)nAy)

Logo, f~1(U) é um aberto de X. O

Dando prosseguimento a construcao de fungoes continuas em que o dominio e o
contradominio sao espagos topologicos quaisquer, temos o teorema a seguir.

Teorema 3.2 (Lema da Colagem). Sejam X e Y espagos topoldgicos e A e B subcon-
juntos fechados de X tais que AUB = X. Sejam f: A—Y eg: B — Y fungdes
continuas satisfazendo a condi¢ao f(x) = g(x) para todo v € AN B. Entdo a fung¢do

h: X —Y definida por
W) = f(x), sex €A,
g(x), sex € B,

€ continua.

Demonstragdo. Vamos mostrar que se F' é um subconjunto fechado de Y, entao h™!(F)
¢ um subconjunto fechado de X.

Seja F um subconjunto fechado de Y. Visto que f é continua, f~!(F) é um sub-
conjunto fechado de A, logo é um fechado de X ,* pois A é um fechado de X. De modo
similar, g~ *(F) ¢ um fechado de B e consequentemente é um fechado de X. Mas

hU(F) = (F) U g™\ (F)
e portanto h~'(F) é um fechado de X, pois é a unido de dois fechados. O]

Observagao 3.2. Este teorema também contempla o caso de A e B serem conjuntos
abertos de X.

Exemplo 3.14. Definamos uma funcao h : R — R da seguinte forma
h r, sex <0,
() = g, se x > 0.

Cada sentenga desta funcao é uma funcao continua e seus valores coincidem na inter-
secao de seus dominios que sao dois conjuntos fechados cuja uniao é igual ao dominio
de h. Logo, pelo lema da colagem, h é continua.

Exemplo 3.15. A fungao
h(x) = r—2, sex <0,
r+2, sex>0.

define uma funcao de R em R e cada sentencga desta fungao é uma funcao continua.
Porém h nao é continua, pois a imagem inversa do aberto (1,3) é o conjunto [0, 1) que
nao é aberto.

3Isso ocorre, devido ao Lema 16.2 de [5], p. 89. Este lema, diz que: Dado Y um subespaco de X.
Se U é um aberto de Y e Y é um aberto de X, entdo U é um aberto de X.

4Isso ocorre devido ao Teorema 17.3 de [5], p. 95. Este teorema, diz que: Dado Y um subespago
de X. Se A ¢ um fechado de Y e Y é um fechado de X, entdao A é um fechado de X.
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Definicao 3.6. Sejam X, Y espacgos topologicos e f : X — Y wuma funcgao bijetora.
Se a funcio f e a fungio inversa f~!:Y — X sao continuas, entao f é chamada de
homeomorfismo.

A condicao de que f~! seja continua significa que para cada conjunto aberto U
de X, a imagem inversa de U mediante a aplicacao f~' : Y — X ¢é um aberto de
Y. Porém, a imagem inversa de U mediante a aplicacao f~! é o mesmo que a imagem
direta de U mediante a aplicagao f. Por isso, outro modo de definir um homeomorfismo
é verificar que em uma correspondéncia bijetora f : X — Y, ocorre

f(U) é um aberto de Y se, e somente se, U é um aberto de X.

Este comentario mostra que um homeomorfismo f : X — Y proporciona uma
correspondéncia bijetiva, nao somente entre X e Y, mas também entre as colegoes
de conjuntos abertos de X e Y. Em consequéncia, qualquer propriedade de X que
se expresse completamente em termos da topologia de X (ou seja, em termos dos
conjuntos abertos de X) da, via f, a propriedade correspondente para o espago Y. A
esta propriedade se denomina propriedade topolégica de X.

Definicao 3.7. Seja f : X — Y wma fungao injetora, onde X e Y sdo espacos
topoldgicos. Seja Z = f(X), considerado como um subespago de Y ; seque que a fung¢ao
f' X — Z, obtida ao restringir o contradominio de f, € bijetora. Se f' for um
homeomorfismo de X com Z, dizemos que a aplicacio f : X — Y € uma tmersao
topologica, ou simplesmente uma tmersao, de X em Y.

Exemplo 3.16. A funcdo f : R — R dada por f(z) = 3z + 1 é um homeomorfismo.

1
De fato, definindo g : R — R mediante a equacao g(y) = §(y — 1), podemos verificar

que f(g9(y)) = y e g(f(z)) = x para todos os numeros reais = e y. Segue que f é
bijetora e g = f~! ¢ sua inversa; a continuidade de f e ¢ é devido ao fato das duas
serem funcoes polinomiais em R.

¢ um homeo-

Exemplo 3.17. A fungao f : (—1,1) — R definida por f(z) = . < 5
—x

2y
141+ 42
tem-se f(f~'(y)) =y e fY(f(x)) = x. Além disso, f e f~! sao fungoes racionais e
como tais sao continuas em seus dominios.

morfismo. De fato, tomando f~!: R — (—1,1) definida por f~'(y)

2x — 2b

Exemplo 3.18. A fungdo g : (a,b) — (—1,1) dada por g(x) = +1 ¢ um

homeomorfismo. De fato, tomando g=! : (=1,1) — (a,b) definida por g7'(y) =
(b—a)y+a+b

, entao podemos verificar que g~ '(g(y)) =y e g(g ' (x)) = ; a conti-

nuidade de g e g~! decorre do fato de serem polinomiais.

Exemplo 3.19. Os conjuntos (a,b) € R e R sdo homeomorfos. De fato, dos dois
tltimos exemplos, temos que f: (=1,1) = R, f7': R — (=1,1), g : (a,b) — (=1,1)
eg':(—1,1) = (a,b) sdo bijetoras e continuas. Como a composigiao de bijetoras é
bijetora, segue que fog: (a,b) - Re (fog)™ : R — (a,b) sdo fungoes bijetoras.
Além disso; sao continuas, pelo teorema 3.1.c.
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Exemplo 3.20. Denotando por S* o circulo de raio 1 e centro (0, 0), subespaco do R?,
e seja f:]0,1) — St a aplicacao definida por f(t) = (cos2mwt,sen 2wt). Pelas proprie-
dades das funcoes trigonométricas f ¢ bijetora e continua, porém a sua inversa ! nao
¢ continua. A imagem mediante f do conjunto aberto U = [0,1/4) =[0,1)N (—1,1/4)
do dominio, por exemplo, ndo é aberto em S*, visto que nao ha nenhum aberto V' do
R? tal que V N S' = f(U); segue que f nido ¢ um homeomorfismo (Figura 3.1).

NI A
KN

Figura 3.1: Exemplo de nao homeomorfismo

Observacao 3.3. Este exemplo mostra que uma funcao bijetora pode ser continua
sem ser um homeomorfismo.

Exemplo 3.21. A funcio g : [0,1) — R? obtida da fungao f do exemplo anterior ao
extender sua imagem é uma aplicacao continua injetiva que nao é uma imersao, pois f
conforme vimos nao é um homeomorfismo.
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Determinar se dois espagos topolégicos dados sao homeomorfos é um problema ba-
sico em topologia, mas nao trivial. Em geral, nao h4 um método para resolver este
problema, o que se faz é utilizar técnicas aplicaveis em casos particulares. Conforme a
definicao 3.6, verificar se dois espacos sao homeomorfos consiste em construir uma apli-
cacao bijetora continua que tenha inversa continua. Mas construir entre tais espacos,
aplicacoes continuas é um problema que exige algumas técnicas, como as desenvolvidas
na secao 3.2.

Demonstrar que dois espagos nao sao homeomorfos é uma questao diferente. Para
isso, devemos provar que nao existe aplicacao bijetora continua com inversa continua
entre esses espacos. Se pudermos encontrar alguma propriedade topolégica que exista
em um espago, mas nao no outro, entao o problema estaré resolvido — os espagos nao
podem ser homeomorfos. Por exemplo!, o intervalo fechado [0, 1] nao é homeomorfo
ao intervalo aberto (0, 1), porque o primeiro espago é compacto e o segundo nao.

Neste capitulo, relacionaremos estruturas topologicas de um espaco com a Alge-
bra, neste sentido verifica-se que espagos homeomorfos possuem estruturas algébricas
isomorfas. Por meio da teoria de homotopia por caminhos construiremos o grupo fun-
damental, em seguida mostraremos que o grupo fundamental do circulo é isomorfo ao
grupo aditivo dos inteiros e por fim demonstraremos o Teorema Fundamental da Al-
gebra. Para tanto, utilizamos as referéncias [5] e [3] na secao 4.1 e nas seguintes [5]
e [1].

4.1 Homotopia por Caminhos

Antes de definir o Grupo Fundamental de um espaco X, vamos falar de caminhos
em X e da relagao de equivaléncia entre eles, conhecida como homotopia por caminhos.
Posteriormente, definiremos certa operacao sobre a colegao das classes de equivaléncia
que a transforma num grupoide.

Definicao 4.1. Se f e g sao aplicagoes continuas do espaco X no espaco Y, dizemos
que f € homotdpica a g se existe uma aplicacao continua F : X x I —'Y tal que

F(z,0)= f(z) e F(x,1)=g(x)

para cada v € X, em que I = [0,1]. A aplicagao F é chamada homotopia entre
f e g que denotaremos por F : f ~ g ou simplesmente por f =~ g para indicar que
f € homotdépica a g. Se f ~ g e g € uma aplicagao constante, dizemos que f €
homotopicamente nula.

1Os intervalos [0,1] e (0,1) estdo sendo no momento tratados como subespacos de R.
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Podemos imaginar uma homotopia como uma familia a um parametro de aplicagoes
continuas de X em Y. Se pensarmos no parametro ¢ como representante do tempo,
entao a homotopia F' descreve uma deformacgao continua da aplicacao f na aplicacao
g, quando t varia de 0 a 1.

Consideremos agora o caso especial no qual f é um caminho em X de z( a x, isto
¢, f:]0,1] = X é uma aplicagao continua tal que f(0) =z e f(1) = 1, em que g &
chamado de ponto inicial e z; de ponto final do caminho f. Neste sentido usaremos,
por conveniéncia, o intervalo I = [0, 1] como o dominio de todos os caminhos.

Definicao 4.2. Dois caminhos f e g em X sao homotopicos por caminhos se tém o
mesmo ponto inicial xo e o mesmo ponto final x1, e se existe uma aplicagcao continua

F:IxI— X tal que

F(s,0) = f(s) e F(s,1) = g(s);
F0,t)=x9 e F(1,t)=x,

para s,t € I. A aplicacao F recebe o nome de homotopia por caminhos entre f e
g que denotaremos por F' : f ~, g ou simplesmente por f ~, g para indicar que f €
homotdpica por caminhos a g (Figura 4.1).

Figura 4.1: Homotopia por caminhos

A primeira condi¢ao diz simplesmente que F' é uma homotopia entre f e g, e a
segunda diz que, para cada ¢, a aplicagdo f;, definida pela equacao fi(s) = F(s,t),
¢ um caminho de zy para xy, ou seja, a primeira condi¢ao diz que F' representa uma
maneira continua de deformar o caminho f no caminho g, e a segunda diz que os pontos
extremos dos caminhos permanecem fixos durante a deformacao.

Teorema 4.1. As relagoes ~ e ~, sao relagoes de equivaléncia.

Demonstracao. De fato, estas relagoes pssuem as propriedades: reflexiva, simétrica e
transitiva.

a) Propriedade Reflexiva. Seja f : X — Y uma aplicagao continua. A aplicagao
F: X xI —Y definida por F(x,t) = f(z) é uma homotopia entre f e f, pois F’
é continua pela continuidade de f e F(z,0) = F(z,1) = f(x). No caso em que
f € um caminho de z( para x1, temos F'(0,t) = f(0) = z9 e F(1,t) = f(1) = 21,
ou seja, f é também homotopica por caminho a f.
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b) Propriedade Simétrica. Sejam f, g : X — Y duas aplicagdes continuas. Sendo
F: X x I — Y uma homotopia entre f e g, segue que G : X x I — Y definida
por G(z,t) = F(x,1 —t) é uma homotopia entre g e f. De fato,

G(z,0) = F(z,1) =g(x) e G(z,1)=F(z,0)= f(x)

e (G é continua, pela continuidade de F.

Além disso, se F' é uma homotopia de caminhos, G também é, pois

GO,8)=F(0,1—t) =2 e G(Lt)=F1,1—1t)=a.

c) Propriedade Transitiva. Suponhamos que f ~ g e g ~ h. Provemos que f ~ h.

Seja ' uma homotopia entre f e g, e G uma homotopia entre g e h. Definamos
H: X xI—Y por

Hz.t) = F(x,2t), para t € [0,1/2],
Tt = G(z,2t — 1), parate [1/2,1].

A aplicacdo G esta bem definida ja que, para t = 1/2, temos que
F(z,2t) = F(x,1) = g(x) = G(x,0) = G(z, 2t — 1).

Dado que H é continua nos subconjuntos fechados X x [0,1/2] e X x [1/2,1]
de X x I, entdo, pelo Lema da Colagem (Teorema 3.2), H é continua em todo
X x I. Além disso, temos que:

H(z,0) = F(z,0) = f(z) e H(z,1) = G(z,1) = h(z).

Portanto, f ~ h.

Considerando F' e G homotopias por caminhos, segue que: H(0,t) = F(0,2t) =
xg para t € [0,1/2] e H(0,t) = G(0,2t — 1) = x¢ para t € [1/2,1].

Dai, H(0,t) = zo para t € [0,1]. Aléem disso, H(1,t) = F(1,2t) = z; para
t €10,1/2] e H(1,t) = G(1,2t — 1) = z; para t € [1/2,1]. Dai, H(1,t) =
xy para t € [0, 1].

Portanto, f ~, h (Figura 4.2). O

|
N

Figura 4.2: Transitividade da relagao ~,
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Observagao 4.1. As classes de equivaléncia segundo a relacao de homotopia sao cha-
madas classes de homotopia. A classe de homotopia de uma aplicagao continua
f: X — Y indica-se pelo simbolo [f].

Exemplo 4.1. Sejam f, g : X — R? funcoes continuas. Entdao f ~ g. De fato,
tomando

F: X xI— R? definida por F(x,t) = (1—1t)f(z)+ tg(z)

segue que F' estd bem definida e é continua, pois cada termo que a compoe é uma
fungao continua. Além disso, F(z,0) = f(x) e F(x,1) = g(x). A essa homotopia
denominamos homotopia linear. Nesta homotopia temos que para cada x € X fixo
e t variando de 0 a 1, o ponto F(x,t) percorre o segmento de reta que liga o ponto f(x)
ao ponto g(x).

Caso f e g sejam caminhos de xy a x1, teremos F'(0,t) = zo e F'(1,t) = x;. Logo,
f ~, g (Figura 4.3). Em geral, se A é um subespago convexo do R" (isto significa que
para dois pontos quaisquer a e b de A, o segmento de reta que os une esta contido em
A), entao dois caminhos quaisquer f,g em A de xy a x; sdo homotdpicos por caminhos
em A, jA que a homotopia linear F' entre eles mantém sua imagem em A.

i) / -

i) g

Figura 4.3: Homotopia linear

Exemplo 4.2. Seja X o conjunto nao convexo R* — {(0,0)}. Os caminhos f(t) =
(cosmt, senwt) e g(t) = (cosmt, 2sennt) em X sdo homotdpicos por caminhos pela
homotopia linear em X. De fato, tomando

F:IxI—X por F(z,t)=(1—-1t)f(x)+tg(x),

temos que F' estd bem definida e é continua, pois cada um de seus termos é uma fungao
continua em X. Além disso, tem-se

F(l‘, 0) = f(I), F(%,l) = g($)§
F(0,6) = (1,0) = 20 ¢ F(1,£) = (=1,0) = 2.

Mas, construir uma homotopia linear entre o caminho h dado por h(t) = (cost,
—sen7t) em X e f nao é possivel. A homotopia linear entre g e f assim como a
impossibilidade de uma homotopia linear entre f e h estao ilustradas pela Figura 4.4.

Certamente nao existe uma homotopia por caminhos em X entre f e h. Tal fato,
nao é surpresa; intuitivamente esta claro que nao hé possibilidade de deformar f em h,
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Figura 4.4: Homotopia em espac¢o nao convexo.

mantendo os extremos dos caminhos em z( e 1, passando pela origem sem iniciar uma
descontinuidade. Este ultimo caso ilustra a necessidade de se conhecer o espaco do
contradominio antes de poder decidir se dois caminhos sao homotépicos por caminhos
ou nao. Os caminhos f e h podem ser homotépicos por caminhos se estiverem em R2.
Proposigao 4.1. Sejam f, f': X =Y eg,q : Y — Z aplicagdes continuas. Se f ~ f’
eg~g, entio go f~g o f.

Demonstracao. Seja F': X x I — Y uma homotopia entre fe ffeG:Y xI — Z
uma homotopia entre g e ¢’. A funcao H : X x I — Z definida por

H(s,t) = G(F(s,1),t),

¢ uma homotopia entre go f e ¢’ o f’, porque

H estid bem definida,

H é continua por ser composi¢ao de continuas,
H(s,0) = G(F(s,0),0) = g(F(s,0)) = g(f(s)) = (g0 f)(s),

H(s, 1) = G(F(s,1),1) = ¢'(F(s,1)) = ¢'(f'(s)) = (9" 0 [')(5). u

Definicao 4.3. Sejam f : X — Y e g :Y — Z aplicagoes continuas. Definimos a
composicao entre classes de homotopia por

lg] o [f] =g f].

Devido a proposigao 4.1, nota-se que [g o f] ndo depende das escolhas de f € [f] e
g € [g], isto é, a composicao sobre classes de homotopia esta bem definida.

Definicao 4.4. Seja f um caminho em X de xo a 1 e g um caminho em X de x1 a
xa. Definamos o produto f por g que denotaremos por f*g como o caminho h: [ — X
dado por

hs) = f(2s), para s € [0,1/2],
g(2s — 1), para s € [1/2,1].
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A aplicagao h esta bem definida, pois para s = 1/2, f(2s) = f(1) = 21 = ¢(0) =
g(2s — 1). Além disso, h é continua pelo Lema da Colagem. Pensemos em h como o
caminho cuja primeira metade é o caminho f e cuja segunda metade é o caminho g.

Proposigao 4.2. Sejam f,f" : I — X caminhos em X de xqg a x1 e g, : [ — X
caminhos em X de 1 a xo. Se f ~, f' e g, ¢, entao fxg~, f'*¢.

Demonstragao. Sejam F : f ~, f' e G : g ~, ¢ duas homotopias por caminhos.
Definamos H : I x I — X por

fﬂ&ﬂ:={F@&ﬂ7 para s € [0,1/2],

G(2s — 1,t), parase€ [1/2,1].

A aplicacao H esta bem definida, pois para s = 3 tem-se
F(2s,t) = F(1,t) =z = G(0,t) = G(2s — 1,¢)
e é continua pelo Lema da Colagem. Além disso
e H(s,0) = F(2s,0) = f(2s) para s € [0, %] e H(s,0) = G(2s — 1,0) = g(2s —

1) para s € [%, 1], em que f(1) =z = ¢g(0). Assim, H(s,0) = (f x g)(s);

e H(s,1) = F(2s,1) = f'(2s) para s € [0, %] e H(s,1) = G(2s — 1,1) = ¢'(2s —
1) para s € [1 1], em que (1) = 21 = ¢(0). Assim, H(s,1) = (f'+ ) (s):
e H(0,t) = F(0,t) =x0e H(1,t) = G(1,t) = z.
Portanto, f * g ~, f' * ¢’ (Figura 4.5). O

//////

G

Figura 4.5: Ilustracao para f* g ~, f' * ¢’

Definigao 4.5. Seja [f] a classe de homotopia por caminhos em X com inicio em x
e fim em x1, e [g] a classe de homotopia por caminhos em X com inicio em x1 e fim
em xy. Definamos o produto destas classes por

[f] = [g] = [f = g].
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Da proposigao 4.2, verifica-se que [f * g] ndo depende das escolhas de f € [f] e
g € lg], isto é, o produto sobre as classes de homotopia por caminhos esta
bem definido. Além disso, este produto satisfaz propriedades semelhantes aos axiomas
de grupo. Estas propriedades se conhecem como propriedades de grupoide de x.
Uma diferenga destas propriedades para as propriedades de grupos é que [f] * [¢g] nao
estd definida para qualquer par de classes, senao unicamente para aqueles nos quais
f(1) = ¢(0), tal fato envolve todos os representantes de [f] e [g].

Proposicao 4.3. Seja k : X — Y wuma aplicagiao continua e F' uma homotopia por
caminhos em X entre f e g. Entao ko F' € uma homotopia por caminhos em Y entre

kofekog.

Demonstrag¢ao. Sabemos que F' é continua por ser uma homotopia e ko f e ko g sao
também continuas por serem composicoes de continuas. Notemos que

° (£(0,%)) = k(xo) = wo,
o (ko F)(L,t) = k(F(L,1) = k(z1) = y
Portanto, ko F': ko f~, kog. O

Proposicao 4.4. Se k : X — Y € uma aplicagao continua e se f e g sao caminhos
em X com f(1) = g(0), entao

ko(fxg)=(kof)x(kog).

Demonstracao. Seja h = f * g o caminho em X dado por

§) — f(2s), para s € [0,1/2],
") {9(28 —1), parase[l/2,1].

Segue que (ko f)* (ko g) é o caminho em Y definido por

o B)(s) = (ko f)(2s), para s € [0,1/2],
(ko h)(s) {(k 0g)(2s—1), parase€[1/21].
Portanto, ko (f xg) = (ko f) x (ko g). O

Teorema 4.2. A operacao x sobre as classes de homotopia por caminhos em um espaco
topologico X possui as sequintes propriedades:

a) Associativa. Se [f] x ([g] * [h]) estiver bem definida, entao ([f] * [g]) = [h] estard
bem definida e sao iguais.

b) Neutro a direita e & esquerda. Sejam x € X e o caminho constante e, : [ — X
tal que e,(s) = x para todo s € I. Se f é um caminho em X de x¢ para x,, entdo

] # fea] = [f] € lexo] * [f] = [£]-
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c) Inversos. Dado o caminho f em X de zy para x1, defina f(s) = f(1 —s). Entdo

15 [f] = lexo] e [f] % [f] = [ea]-

Demonstragao. a) Associativa: Primeiramente escrevemos (f * g) * h:

(f*g)*h)(s) = {(f x g)(2s), paras€[0,1/2],

h(2s — 1), paras € [1/2,1],

f(4s), para s € [0,1/4],
=4 9(4s—1), parase[l/4,1/2],
h(2s — 1), paras € [1/2,1].

[lustramos este caminho pelo seguinte diagrama:

g h

L
I

0

W[ ——
DO = ——
—_

Figura 4.6: ITlustragao para (f * g) * h

Analogamente escrevemos f * (g * h):

f(2s), para s € [0,1/2],
(gxh)(2s — 1), parase€[1/2,1],
f(2s), para s € [0,1/2],

=4 g(4s—2), parase[1/2,3/4],
h(4s —3), para s € [3/4,1].

(f (g h))(s) = {

[lustremos este caminho pelo seguinte diagrama:

! g h

Figura 4.7: Tlustragao para f (g * h)

Para determinarmos uma homotopia entre (f * g) x h e f * (g * h), juntemos os
esquemas anteriores (Figura 4.8).

1 1
A representacao algébrica do seguimento de extremidades (—,0) e <—, 1) é

4 2
t+1 1 3 t+2
s = i e o de extremidades (5,0) e (Z’ 1) és= % Assim, para t € [
temos:
t+1
o Flo(s) paras€ [0,
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9 h s

f

1 1
4 2

Figura 4.8: Homotopia entre (f xg)xh e f (g h)

I

e f(an(s)) para s € {ﬂ ﬂ}

4 7 4

o f(as(s)) para s € [%,1] :

em que ag, &g e a3z sao os homeomorfismos:

t+1 4s
: — I =
° o . } — I, ay(s) T
t+1 t+2
o (s L,L =1, ag(s) =4ds—t—1;
4 4
[t +2 t—4s 42
|l —1 I =
® (O3 i 4 ) :|_) ,Oég(S) t—2

Definamos a homotopia H : I x I — X por

f(tl—lsl)’ para s € [0, (t+ 1)/4],
H(s,t) =< g(4s —1—1), para s € [(t +1)/4,(t +2)/4],

h <ﬂ> . paras € [(t+2)/4,1].

t—2
! tem-se f (tfl) =f(1)=

tem-se g(4s — 1 —t) = g(1) = x5 =

A aplicacao H esta bem definida, pois para s =

t+2

x1 =g(0) = g(4s — 1 —t) e para s =

t—4s+2
h(0) =h (t—S;), e é continua pelo Lema da Colagem. Além disso, temos:
f(4s), para s € [0,1/4],
H(s,0) = g(4s—1), parase€[1/4,1/2],
h(2s — 1), para s € [1/2,1],

(f*g)(2s), para s€[0,1/2],
h(2s — 1), para s € [1/2,1],

= ((f*g) xh)(s), para s € I;
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f(2s), para s € [0,1/2],
H(s,1) =4 g(4s—2), para se€[1/2,3/4],

h(4s —3), para s € [3/4,1],

f(2s), para s € [0,1/2],

B {(g*h)(Qs—l), para s € [1/2,1],

=(f*(gxh))(s), para s € I;
H(0,t) = f(0)=x¢ e H(1,t) = h(l) = x3.

Portanto, (f % g) * h o, f * (g * h).

b) Neutro a direita e & esquerda: Mostremos primeiramente que a operagao * ad-
mite neutro a direita, ou seja, f ~, f x e,,. Para tanto, observemos o diagrama:

t

~
N[ =

I

0 / 1 5

Figura 4.9: Homotopia entre f e f x e,

A representagao algébrica do seguimento de extremidades (1/2,1) e (1,0) é s =
2—1
——. Assim, para t € I temos f(a(s)), para s € [0,

2

homeomorfismo

T],emqueaéo

2s
2—t

o [o?} 1, afs) =

Definamos a homotopia H : [ x I — X por

H(s,) =47 (22_:)7 para s € [0, (2~ 1)/2),
1, para s € [(2—1)/2,1].

2—t 2
A aplicacao H esta bem definida, pois para s = 5 tem-se f <2 i t) =f(1)=

x1 e é continua pelo Lema da Colagem. Além disso, temos:
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f(s), para se€|0,1],

{xl, para s =1,

f(s), para s€ I
F(@2s),  para s €[0,1/2)
x1, para s € [1/2,1],
f2s).  para se[0.1/2]
es (25 — 1), para s € [1/2,1],

= (f*ez)(s), para s€ [;
H(0,t) = f(0) =x¢ e H(1,t) = 2.

Portanto, f ~, f *e,,.

Mostremos agora que a operacao * admite neutro a esquerda, ou seja, f ~, ez * f.
Para tanto, observemos o esquema:

T

N[ =
~

Lo

0 / 1 5

Figura 4.10: Homotopia entre f e e,, * f

1 t
A representagao algébrica do seguimento de extremidades (5, 1) e (0,0)és = 3

t
Assim, para t € I temos f(«(s)), para s € {5, 1] , em que « € o homeomorfismo

t t—2s
=1 I = .
a {2,}% , als) = ——
Definamos a homotopia H : I x I — X por
X0, para s € [0,t/2],

H(s,t) = f(t—Qs

t—2)’ para s € [t/2,1].
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t t—2
A aplicacao H esta bem definida, pois para s = ) tem-se xg = f(0) = f ( S)
e é continua pelo Lema da Colagem. Além disso, temos:
H(s,0) = Zo, para s =0,
£(s), para se 0,1,
= f(s), para sé€ I;

I EE para s € [0,1/2],

His 1) = {f(2s— 1), para se[1/2,1],
_ ) ean(29), para s € [0,1/2],
f(2s—1), para se€[1/2,1],

= (eg, * f)(s), para s € [;
H(0,t) =29 e H(1,t) = f(1) = z;.
Portanto, f >, e, * f.

c) Inverso: Queremos mostrar que f é o inverso de f. Para tanto, devemos mostrar

que [f]# [f] = lea] € [F] % [f] = leay]-

i) Mostremos que [f]| * [f] = [es,]. Para tanto, Definamos a homotopia H :
I xI— X por
H(s.t) = f(2ts), para s € [0,1/2],
f(2t(1 —s)), para s€[1/2,1].

1
H esta bem definida, pois para s = 5 tem-se f(2ts) = f(t) = f(2t(1 — s))

e é continua pelo Lema da Colagem. Além disso, temos

H(s,0) = f(0) = ez, (s) para s € I;
H(s, 1) = { (25), para s € [0,1/2],
f2(1—s)) = f(2s—1), para s€[1/2,1],

= (f * f)(s) para s € I;
H(0,t) = H(1,t) = f(0) = xo.

Portanto, e, ~, f * f.

ii) Mostremos que [f] * [f] = [es,]. Para tanto, Definamos a homotopia H :
I xI— X por

H(s,t) = fT(QtS), para s € [0,1/2],
’ f(2t(1 —s)), para s€[1/2,1].

1 _ _ _
H esta bem definida, pois para s = 5 tem-se f(2ts) = f(t) = f(2t(1 — 9))
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e é continua pelo Lema da Colagem. Além disso, temos

H(s,0) = f(0) = €z, (s) para s € I
s JF(25)7 para s € [0,1/2],
His,1)= {f(z(l s))=f(2s—1), para s€[1/2,1],
= (f * f)(s) para s € I;
H(0,t) = H(1,1) = (0) = o,

Portanto, e;, ~, fxf. O

S i) (s
. J

Figura 4.11: Homotopia para e,, ~, f x f

O conjunto das classes de homotopia por caminhos em um espago topologico X,
munido da operacgao * bem definida, ¢ denominado o grupoide fundamental de X.

4.2 Grupo Fundamental

O conjunto das classes de homotopia por caminhos em um espago X munido da
operacao * nao ¢ um grupo, porque o produto entre dois elementos deste conjunto
nao esta sempre definido. No entanto, se tivermos um ponto zy € X, denominado
ponto base, que sirva como inicio e fim de um conjunto de caminhos deste espaco,
o impedimento acima é excluido e o conjunto de classes de homotopia por caminhos
baseados em x( serd um grupo munido da operagao *, denominado grupo fundamental
de X.

Nesta se¢ao estudaremos o grupo fundamental e deduziremos algumas de suas pro-
priedades. Em particular, provaremos que o grupo fundamental é um invariante to-
pologico do espago X, o qual tem importancia relevante no estudo de problemas de
homeomorfismos.

Definicao 4.6. Seja X um espaco topologico e xg um ponto de X. Um caminho em
X com inicio e fim em xy € denominado lago com base em xy. O conjunto das classes
de homotopia por lacos com base em xy munido da operac¢ao *, denomina-se Grupo
Fundamental de X com ponto base xg, o qual denota-se por m (X, xg).

A afirmagao de que a operacao * restringida a m (X, o) satisfaz os axiomas de
grupo decorre do teorema 4.2. Neste caso, [e,,] é o elemento neutro e [f] é o inverso

de [f].
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Exemplo 4.3. Seja o grupo fundamental 71 (R™, x4) e o lago constante e, cuja imagem
¢ o ponto xy e f um lago em R" com ponto base em z,. Entao [f] = [es], ou seja,
m1(R™, x9) € o grupo trivial (composto somente do elemento neutro). De fato, definindo
F:IxI—R"por
F(s,t) =txzo+ (1 —1)f(s),

temos que F estd bem definida, por tratar-se da soma de dois produtos de escalares
por vetores do R™ e é continua, pois é a soma de fungdes continuas. Além disso, tem-se:
F(s,0) = f(s), F(s,1) =e4(s) =20 e F(0,t) = F(1,t) = xo. Portanto, f =, e.

Em geral, se X é um subconjunto convexo do R", entao (X, xy) é o grupo trivial.
Em particular, a bola unitaria B® do R" dada por B" = {x € R" : 23 + --- + 22 < 1}
tem grupo fundamental trivial.

Uma questionamento natural é se a escolha do ponto base afeta a estrutura do
grupo fundamental. Esta situacao trataremos a seguir.

Definicao 4.7. Seja o um caminho em X de xy a x1. Definamos a aplicagao & :
T (X, o) — m (X, 1) por

a([f]) = [a] = [f] * [a].
que denominaremos de alfa-chapéu ou conjugagao por alfa (Figura 4.12).

A aplicacao & esta bem definida, pois a operacao * estd bem definida. Se f é um
lago baseado em 1z, entao a * f * a é um laco baseado em x;. Isto nos mostra que
& ¢ uma aplicagao de (X, zo) em 7 (X, z1) e depende unicamente das classes de
homotopia por caminhos de a.

( )

X

I

o

. J

Figura 4.12: Conjugacao por a: &

Teorema 4.3. A aplicagao & € um isomorfismo de grupos.

Demonstrag¢ao. Devemos mostrar que: (i) & € um homomorfismo, ou seja, &([f]

a([f))*é[g]) e (ii) & é uma fungo bijetora, ou seja, B(a([f])) = [f] e @7(3([9])) =[],
para alguma funcao (3 : m (X, z1) — m (X, x0).

Demonstracao de (i): &([f] * [g]) = &([f]) * &([g]). De fato, tomando [f] e [g] em
(X, xg) tem-se:

= [ * [f] * [exo] * 9] [0
= [« [f]* ([ x [a]) % [g] * [a]
= ([a]  [f]* [a]) * ([a] * [g] * [o])
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~

Demonstragao de (ii): B(o?([fj)) = [fl e a(B([g])) = [g]- Afim de mostrar essa
segunda parte, definamos g : w1 (X, z1) — m (X, o) por

B(lg]) = [B] * [g] * [] em que B = a.

Tomando [f] em 7 (X, z9) e [g] em 7 (X, z1), tem-se:

Ba([f])) = [B]* ([a] * [f] = [a]) = [5]
= [a] x ([a] * [f] * [a]) x [a]
= ([a] x [a]) = [f] * ([o] * [a])
= [f]
a(B(lg))) = [a] = (18] = [g] * [B]) * [a]
= [B] * (18] * [g] * [8]) = [B]
= ([8] % [B]) * [g] * (18] * [3))
= [g]. O

Corolario 4.1. Se X ¢ conexo por caminhos e xq e x1 sao pontos de X, entao m (X, xq)
¢ isomorfo a m (X, x1).

Demonstracao. Tomando xy e 1, pontos do espago conexo X, tem-se sempre um
caminho a de zg a r1 em X e um laco f com ponto base xy. Pela definicao de & temos
que a cada [f] em (X, xy) teremos o correspondente &[f] € (X, z1). Mas & é um
isomorfismo. Dali, segue o resultado. O]

Isto nos mostra que mudar o ponto base em um espago conexo por caminhos nao
altera o grupo fundamental.

Definicao 4.8. Um espaco X ¢ dito simplesmente conexo se é conexo por caminhos
e m(X,x0) € o grupo trivial para algum xo € X e, portanto, para todo xy € X. Com
frequéncia expressamos o fato de que w1 (X, xg) € o grupo trivial escrevendo m (X, xy) =

0.

Lema 4.1. Em um espago simplesmente conexo X, dois caminhos quaisquer com
mesmo ponto inicial e final sado homotopicos por caminhos.

Demonstracao. Sejam « e 3 dois caminhos de zy a 1. Entao a *x 8 é um laco em X
com base em zy5. Como X é simplesmente conexo, este lago é homotdpico por caminho
ao laco constante baseado em xy. Desta forma, tem-se

[a] = [o] = [B B8] = o B] = [B] = [ea,] * [B] = [B].
Portanto, a ~, 3. O

Definigao 4.9. Seja h: (X, z0) — (Y, y0) uma aplica¢ao continua em que h(zg) = yo.
Definimos h, : (X, z9) = m (Y, yo) por

he([f1) = [h o f1.

A aplicagio h, denominamos homomorfismo induzido por h relativo ao ponto base
Zg.
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A aplicacao h, esta bem definida. Para verificarmos este fato, consideremos F : I x
I — (X, 2¢) uma homotopia entre os lacos f e f baseados em z,. Consequentemente,

F(s,0) = f(s), F(s,1)= f'(s) e F(0,t) = F(1,t) = xo.
Mas, ho F': I x I — (Y,yo) ¢ uma homotopia entre ho f e ho f’, pois
(ho F)(5,0) = (ho f)(s), (ho F)(s,1) = (ho f)(s) e (ho F)(0,6) = (ho F)(1,) = yo

e ¢ continua por ser composi¢ao de continuas.
Para verificar que h, é um homomorfismo, tomemos [f] e [g] € 71 (X, x¢), assim
= h,

hi([f1x]g]) = hu([fxg]) = [ho(fxg)] = [(hof)*(hog)] = [ho f]x[hog] = h.([f])*h.([g])-
Portanto, h.([f] x [g]) = hu([f]) * h«([g])-

Proposicao 4.5. Se G : X xI — Y é uma homotopia entre as aplicagoes h : (X, z) —
(Yiyo) e b : (X, 20) = (Y, y0), entdo h, = k..

Demonstracao. Seja f um lago em X baseado em x, segue da propriedade reflexiva
de uma relagao de homotopia que f ~ f. Como h ~ h' temos, pela proposicao 4.1, que

hof~hof.
Além disso,

(ho f)(0) = (ho f)(1) =yo e (h' o f)(0) = (k"o f)(1) =y,
ou seja, ho f e h' o f sdo lagos baseados em 1. Assim,
ho f~,holf.

Mas, h.([f]) = [l o f] e B([f]) = [W' o f]. Consequentemente h.([f]) = A.([f])-

Portanto, h, = h.,. O
Proposicao 4.6. Se h : (X,z9) — (Y,y) € uma aplicagio constante, entao h, €
homotopicamente nula.
Demonstragao. Seja [f] € m (X, zo), segue que h.([f]) = [ho f]. Mas ho f = ey,
consequentemente h,([f]) = [e,,]. Portanto, h, é homotopicamente nula. O
Teorema 4.4. Se h : (X,z9) — (Y,9) e k : (Y,y0) = (Z,20) sao continuas, entao
(koh), = kyoh,. Sei: (X,xg) = (X,z0) € a aplicagao identidade, entao i, € o
homomorfismo identidade.

Demonstracao. Seja [f] € m (X, zo) tem-se:

)
(h

(koh)«([f]) = [(koh)o fl=[ko(ho )] = klho []) = k.(h([f])) = (K« 0 hu)([f])-
Portanto, (ko h), = k. o hy e i.([f]) = [i o f]. Mas ¢ é a aplicagao identidade. Logo,
i([f]) = [f], ou seja, iy : m (X, x9) = 71 (X, z¢) € 0 homomorfismo identidade. O

Corolario 4.2. Se h: (X, x9) = (Y,yo) € um homeomorfismo entre X e Y, entdo h.
¢ um isomorfismo entre w1 (X, xo) e w1 (Y, yo).

Demonstracao. Seja k : (Y,yo) — (X, x¢) a inversa de h, i : (X, x9) = (X, z0) a apli-
cagao identidade em X e j: (Y,y0) — (Y, y0) a aplicagao identidade em Y. Queremos
mostrar que os grupos (X, xg) e m (Y, yo) sdo isomorfos. Para tanto, mostraremos
que k, o hy = i, e h, ok, = j.. Do teorema 4.4, tem-se k, o h, = (ko h), = i, e
hiok, = (hok), = j. em que i, e j, sdo, respectivamente, os homomorfismos identi-
dades induzidos por i e j. Portanto, m (X, zg) e m (Y, yo) sdo grupos isomorfos. O

Este corolario nos diz que espagos homeomorfos possuem grupos fundamentais iso-
morfos, em outras palavras é um invariante topologico.
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4.3 Espacos de Recobrimento

Vimos, no exemplo 4.3, que qualquer subespago convexo do R™ tem grupo funda-
mental trivial; concentraremos agora na tarefa de procurar alguns grupos fundamentais
que nao sao triviais. Uma das ferramentas mais usadas para este proposito é a nogao
de espaco de recobrimento, o qual estudaremos nesta secao.

Definicao 4.10. Seja p : E — B uma aplicagao continua e sobrejetora. Um conjunto
aberto U de B ¢ dito uniformemente coberto por p, se sua imagem inversa p~(U)
puder ser escrita como uma uniao de abertos disjuntos V, de E, tais que para cada «,
a restri¢ao de p a V, € um homeomorfismo de V, em U. A colegio {V,} é denominada
uma parti¢ao de p~1(U) em fibras.

Se um conjunto aberto U de B esta uniformemente coberto por p, costuma-se
ilustrar o conjunto p~1(U) como uma pilha de fatias, todas com a mesma forma e
tamanho que U, flutuando no ar sobre U, em que a aplicacao p as comprime sobre U
(Figura 4.13).

Figura 4.13: Aberto U uniformemente coberto por p

Definicao 4.11. Seja p : E — B uma aplica¢ao continua e sobrejetora. Se todo ponto
b de B tem uma vizinhanca U, que estd uniformemente coberta por p, entdo dizemos
que p € uma aplicagdo de recobrimento (ou, simplesmente, um recobrimento) e E
¢ um espago de recobrimento de B.

Observagao 4.2. Se p : E — B é uma aplicacao de recobrimento, entao para cada
b € B, o subespaco p~'(b) de E tem a topologia discreta. De fato, cada fibra V,, ¢ um
aberto em FE e intersecta o conjunto pil(b) em um unico ponto. Portanto, este ponto
¢ um aberto em p~(b).

Exemplo 4.4. Seja X um espago topologico e i : X — X a aplicacao identidade deste
espaco. Entdo ¢ é uma aplicagao de recobrimento (trivial). Em geral, seja £ o espago
X x {1,...,n} consistindo em n copias disjuntas de X. A aplicagao p: £ — X dada
por p(z,i) = z, para todo i, é novamente uma aplicagdo de recobrimento (trivial).
Neste caso, podemos ilustrar todo espago £ como uma pilha de fatias sobre X.

Na pratica, frequentemente restringe-se a espacos de recobrimentos que sao conexos
por caminhos, afim de eliminar recobrimentos triviais do tipo pilhas de fatias.
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Teorema 4.5. A aplicacio p: R — S dada pela equacao
p(z) = (cos2mx, sen2mx)

¢ uma aplicagao de recobrimento.

Podemos representar p como uma aplicagao que enrola a reta real R ao redor do
circulo S e, nesse processo, aplica cada intervalo [n,n + 1] sobre S?.

Demonstracao. Tomando o subconjunto U de S! consistindo naqueles pontos cuja pri-
meira coordenada ¢ positiva, o conjunto p~*(U) consiste naqueles pontos x nos quais
cos 2wz € positivo, a saber a uniao dos intervalos

1
Vn = R VA
(n ot 4)
para todo n € Z (Figura 4.14).
-3 -2 -1 0 1 2 3
\V_3l \V_Q 7 \V_l 7 < V(.) 7 < Vl 7 < V2 7 < .V'3 7
p

Figura 4.14: Recobrimento de S!

Contudo, a aplicacao p, restrita a qualquer intervalo fechado V,, é injetiva porque
sen 27w é estritamente monétona em tais intervalos. Além disso, p leva V,, sobrejeti-
vamente sobre U e V,, sobre U, pelo teorema do valor intermediario. Dado que V,, é
compacto, p|V, é um homeomorfismo entre V,, e U. Em particular, p|V,, ¢ um homeo-
morfismo entre V,, e U.

Podemos aplicar um raciocinio similar nas interseccoes de S' com os semiplanos
abertos superior e inferior, e com o semiplano aberto esquerdo. Estes conjuntos abertos
recobrem S! e cada um destes esta regularmente coberto por p. Portanto, p : R — S*
é um recobrimento. O

4.4 Grupo Fundamental do Circulo

As ideias que serao tratadas na definicao 4.12 até a definigao 4.13 terao como obje-
tivo principal a criagao de um embasamento tedrico para a demonstracao do teorema
4.7. As demonstragoes dos lemas e teoremas deste intervalo de ideias nao serao aqui
tratadas, porém o leitor pode consulta-las em [5] pp. 342-345.
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Definicao 4.12. Seja p : E — B uma aplicagao. Se f € uma aplicagao continua de
algum espago X em B, um levantamento de f é uma aplicagio [ : X — E tal que

pof=1/
.

Exemplo 4.5. Seja p : R — S! definida por p(z) = (cos2mz, sen2mx). O caminho
f:[0,1] — S comegando em by = (1,0) e dado por f(z) = (coswz, senmz) pos-

- s
sui levantamento f(s) = 3 iniciando em 0 e terminando em 3 O caminho ¢(s) =

: . s . : 1
(cosms, —senms) possui levantamento g(s) = —5» que inicia em 0 e termina em —5

O caminho h(s) = (cos4rms, sen4ms) possui levantamento h(s) = 2s iniciando em 0 e
terminando em 2. A Figura 4.15 ilustra este exemplo.

! g ! 2 g ! 2 g ! 2

h
— : ‘ P h

Figura 4.15: Levantamentos para caminhos em S*

~
@

A existéncia de levantamentos quando p é um recobrimento é uma ferramenta im-
portante no estudo dos espacos de recobrimentos e do grupo fundamental. O Lema 4.2
nos diz que dado um recobrimento p de um espago F num espago B, os caminhos em
B podem ser levantados, o exemplo 4.5 ilustra esta situagao. Ja o Lema 4.3 nos indica
a possibilidade de uma homotopia por caminhos em B ser levantada. Estes dois Lemas
enunciamos a seguir.

Lema 4.2. Seja p : E — B um recobrimento com p(eg) = by. Qualquer caminho
f:10,1] — B iniciando em by tem um unico levantamento f em E comegando em ey.

Lema 4.3. Sejam p : E — B um recobrimento com p(eg) = by e F': I x I — B
uma aplicagao continua com F(0,0) = by. Existe um unico levantamento de F, F
I x I — FE tal que F(O, 0) =ep. Se F' é uma homotopia por caminhos, entao F ¢ uma
homotopia por caminhos.

Teorema 4.6. Sejam p : E — B um recobrimento com p(ey) = by, f € g caminhos em
B de by a by cujos respectivos levantamentos sao f e g em E iniciando em ey. Se f e
g sao homotopicas por caminho, entao f e g terminam no mesmo ponto em E e sao
homotopicas por caminho.

Definigao 4.13. Sejam p : (E,eq) — (B,by) um recobrimento, [f] um elemento
do m(B,by) e f o levantamento de f que inicia em ey. Definimos a aplica¢io ¢ :
71 (B, by) — p~t(bo) por )

o(Lf]) = f(1).
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Teorema 4.7. O Grupo Fundamental de S* ¢ isomorfo ao grupo aditivo dos inteiros.

Demonstragdo. Sejam o recobrimento p : R — S dado por p(x) = (cos 2wz, sen 27x),
eo = 0 e p(eg) = by = (1,0). Primeiramente mostremos que p~!(by) = Z. Para tanto
mostremos que:

(i) p~1(by) C Z. De fato, se n € p~*(by), tem-se p(n) = by. Logo, n € Z;

(i) Z C p~'(by). De fato, se n € Z, segue imediatamente que p(n) = by.
Consequentemente p~t(by) = n. Logo, n € p~*(by).

Mostremos agora que a aplicacao apresentada na definicao anterior,
§b : 7T1<Sl,b0) — 7
é um isomorfismo de grupos. Para tanto, mostremos que:

(iii) ¢ ¢ uma aplicagao sobrejetora. De fato, seja n um ponto de p~!(by). Como R
¢é conexo por caminhos, segue que existe um caminho f em R de 0 até n. Logo,
pela definicdo 4.12, po f = f em que f é um caminho em S* com infcio em by e
f é o levantamento de f. Assim,

{po £(0) = p(f(0)) = p(0) = by,
bo,

ou seja, p o f ¢ um lagco em S! baseado em by. Consequentemente [p o f] €

m1(S, bo). Logo, ¢([po f]) = ¢([f]) = f(1) = n. Portanto, ¢([f]) = n.

(iv) ¢ é uma aplicagao injetora. De fato, tomemos n € Z na imagem de ¢ e as
classes [f] e [h] do dominio de ¢ tais que ¢([f]) = ¢([h]) = n. Sejam f,h:I — R
os levantamentos de f,h : I — S* respectivamente. Segue que f(0) = h(0) = 0
e f(1) = (1) = n. Como R & simplesmente conexo e f e h tem mesmo ponto
inicial e final, entao f e h sao homotopicos por caminhos, ou seja, existe uma
funcao continua H : I x I — R tal que

H(s,0)=0, H(s,1) =n, H(0,t) = f(t) e H1,t) = h(t) ¥V s,t € I.

Observemos agora a funcao H : I x I — S* definida por H = po H. Como p ¢ H
sao continuas, H também ¢é continua por ser uma composicao delas, além disso

tem-se
H(s,0) = (po H)(s,0) = p(H(s,0)) = p(0) = by
H(s,1) = (po H)(s,1) = p(H(s,1)) = p(n) = by,
H(0,t) = (po H)(0,1) = p(H(0,1)) = p(f(t)) = (po )(t) = f(2).
H(1,t) = (pe H)(1,t) = p(H(1,t)) = p(h(t)) = (p o h)(t) = h(?).

Portanto, H : f ~, h, ou seja, [f] = [h].

(v) ¢ ¢ um homomorfismo. De fato, tomando [f] e [g] em 7,(S", by), sejam f e
g, respectivamente, os levantamentos de f e g, caminhos em R com inicio em
0. Sejam n = f(1) e m = g(1). Segue por definicdo de ¢ que ¢([f]) = n e
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#([g]) = m. Definamos o caminho § por g(s) = n + §(s). Como p(n + ) = p(x),
tem-se:

(pog)(s) = p(g(s)) = p(n+g(s)) = p(g(s)) = (po g)(s) = g(s).

Isto nos diz que ¢ ¢ um levantamento de ¢ que inicia em n. Entdo, o produto
f % g esta bem definido, pois f( ) =n=mn+g(0) = §(0) e & um levantamento
que inicia em 0, ja que po (f*g) = (po f)*x(pog) = f*g. Além disso,
(1) =n+ (1) = n + m. Mas,

\(s) = f(?s), para s € [0,1/2],
g(2s —1), parase[1/2,1].

Assim, (+§)(1) = §(1) = m-+n. Portanto, 6((f] * [g]) = o([f+g]) = (F*5)(1) =
m+n=o(f]) + 6(lg))- =

4.5 Grupo Fundamental de R* — {(0,0)}

Teorema 4.8. Seja zo € S'. A inclusio j : (S, x9) — (R* — {(0,0)},x0) induz um
1somorfismo do grupo fundamental.

Demonstragao. Seja r: (R* —{(0,0)},z9) — (S*, z9) uma aplicagao continua definida

x

9
Tzl e mhde
a qual chamamos norma de x. Mostremos que r, é o inverso de j,. Consideremos a
€composicao

por r(x) = em que ||z|| denota a distancia de x a origem (0,0) do plano R,

(S, 20) <L (R2 — {(0,0)}, o) — (S*, 20).

Esta composigao ¢ igual & aplicagio identidade em S, isto é, roj = id : (S, zo) —
(51, z). Portanto pela propriedade de homomorfismo induzido, r,0j, é¢ 0 homomorfismo
identidade em (S, zg), ou seja, 7, 0 j, = id, : m (S, o) — m (S, xg). Para mostrar
que j, o r, ¢ o homomorfismo identidade em m(R? — {(0,0)},z), tomemos [f] €
71 (R? —{(0,0)}, o), de onde segue que (j. o) ([f]) = j«(r«[f]) = [j o7 o f]. Tomando

=joro f,entao g: I — (R?*—{(0,0)}, ), serd um lago em R? — {(0,0)} baseado
em 1z, definido por
f(s)

9 = @

A situacao anterior ¢ ilustrada pela Figura 4.16. Mostremos agora que g é homotopica
por caminhos a f. Para tanto, definamos F : I x I — R? — {(0,0)} por

F(s,t) = <3§ + (L —=1t)f(s).

7o

Como F(s,0) = f(s), F(s,1) = g(s), F(0,t) = F(1,t) = =z, logo, f ~, g. Mas,
(7. o) ([f]) = [g] e consequentemente (j. o r,)([f]) = [f]. Portanto,

Jy Wl(Sl,ZEO) — 7T1(R2 —(0,0), zo)

¢ um isomorfismo induzido por j no grupo fundamental. O
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Figura 4.16: Normalizagao de uma curva ao redor da origem

A prova deste teorema deu certo porque foi possivel deformar o caminho f em
R? — {(0,0)}, no caminho r o f em S* (f : I — R*—{(0,0)}; r : R? — {(0,0)} —
St rof:I— S'). Uma outra maneira de visualizar esta prova ¢ notar que podemos
deformar o espago R% — {(0,0)} no espago S!, tragando segmentos de retas com pontos
extremos em R? —{(0,0)} e S! tais que as retas correspondentes aos segmentos passem
por (0,0). Assim, o caminho f ¢ deformado no caminho r o f; a esta deformacao
denominamos retragao por deformagao forte de R* — {(0,0)} em S'. Analisar
a prova deste modo nos conduz a uma generalizagao do teorema anterior, ou seja, ao
teorema a seguir:

Teorema 4.9. Seja rg € S" . A inclusio j : (S" 1, xy) — (R™ — 0,z0) induz um
isomorfismo do grupo fundamental.

Definicao 4.14. Seja A um subespago de X. Dizemos que A € um retrato de X,
se existir uma aplicagao continua r : X — A tal que r(z) = x para todo x € A. A
aplicacao r denominamos retracao de X em A.

Proposicao 4.7. Se A ¢ um retrato de X, entao o homomorfismo de grupos funda-
mentais induzido pela inclusao j : A — X € injetor.

Demonstracao. Como A é um retrato de X, temos que existe uma retracaor : X — A
em que r(z) = x para todo x € A. Desta forma,

(roj)(a) =r(jla)) =r(a) = a=ida(a)
Logo, (10 j)« = (id(aa))« = idr,(a,a)- Portanto, j, é uma aplicagao injetora. O

Definicao 4.15. Seja A um subespaco de X. Entao A é denominado um retrato por
deformacgao forte de X, se existir uma aplicagao continua H : X x I — X tal que

H(z,0) =2 para x € X
H(z,1) € A para z € X
H(a,t) =aparaac Aetel.

A aplicacao H € chamada de retragao por deformacao forte.
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Dito de outro modo, o espago A é um retrato por deformacao forte de X, se X
puder ser deformado gradualmente em A, em que cada ponto de A permanece fixo
durante a deformagao. No final da deformagao, ocorre uma retracao de X para A,
aplicando z em H(x,1).

Exemplo 4.6. A aplicagao H : (R" —0) x I — (R™ — 0) definida por

H(x,O)zOHz—HJr(l—O)x _ Vo € R — 0,
T xZ
Hz,1)=1—+(1-1)z=— € S"1 Vr € R" — 0,
1E1m 1edi
z W z z n—1
H(—t)=tr—m +(1-t)7——=77 €S, Vtel
T T Tl ~ Tie]

Teorema 4.10. Seja A um retrato por deformacao forte de X e ay € A. Entao a
mnclusao
J: (A,ao) — (X’ G’O)

induz um isomorfismo do grupo fundamental.

Demonstracao. Como A é um retrato por deformacao forte de X, segue que existe uma
retragao por deformagao forte H : X x I — X tal que

H(z,0) =2z =idx(x), Vxe X,
H(x,1) € A, Vz e X,
H(a,t) =a, Vac AeVtel.

Seja r: (X, a0) = (A, ag) a aplicacdo definida por r(x) = H(x,1) e seja a composigao
JRER GRINYRERS'S

Queremos mostrar que j, : m(A4,a9) — m(X,ap) é isomorfismo induzido por j do
grupo fundamental. Para tanto, devemos mostrar que:

(i) (roj)s = idr (a0 De fato,
(roj)(a) =7r(j(a)) =r(a) = H(a,1) = a =ida(a),ou seja, 10 j = id(4uy)-
Portanto, (10 7). = (id(a.a0))s = i, (Aae)-

= idy, (x,00)- De fato, temos (jor)(xz) = j(r(z)) = j(H(z,1)) = j(a) =

(i) (jor)-
a= H(z,1) =r(z). Consequentemente,

H(x,0) =idx(z),
H(x,1) = r(x) = (j or)(x),
H(agp,t) = ag = idx(ap) = (j or)(ao).

Logo, j o1 ~ id(x q). Portanto, (j or). = (id(x,a))« = ir, (X a0)- O
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Exemplo 4.7. Seja B o eixo z do R3. Consideremos o espaco R® — B. O plano
(R? — {(0,0)}) x {0} & um retrato por deformacao forte de R®* — B, pois existe a
aplicagao continua H : (R* — B) x I — R — B definida por

H(ﬁayaz7t) = ($7y7(1 —t)2)7 x 7é Oe Yy 7& 0
que é uma retracao por deformacao forte. De fato, temos:

H(x,y,2,0) = (z,y,2), V(x,y,2z) € R®— B,
H(x,y,0,t) = (x,9,0), V(zr,y,0) € (R*—{(0,0)} x {0} eVt €I,
H(x,y,2,1) = (z,y,0) € (R — {(0,0)}) x {0}, V(x,y,2) € R® - B.

O lema? a seguir tem importancia especial na demonstracdo do Teorema Funda-
mental da Algebra, neste sentido ele é usado nas etapas 2 e 3 da demonstracdao que
apresentaremos. Este lema também serd usado na demonstragao da proposigao 4.8.

Lema 4.4. Seja h : S* — X wuma aplicacio continua. Entdo, sio equivalentes as
sequintes afirmagoes:

(i) h € homotopicamente nula,
(ii) h se estende para uma aplicagdo continua k : B> — X,

(iii) hs € o homomorfismo trivial do grupo fundamental.

Proposigao 4.8. A aplicacio inclusio j : S* — R? —{(0,0)} ndo é homotopicamente
nula. A aplicacao identidade id : St — S' nao é homotopicamente nula.

Demonstracao. De fato, do exemplo 4.6, sabemos que existe uma retragao por defor-
macao forte do R? — 0 no S'. Segue, do teorema 4.8, que

Gu s (S, ag) — m(R?* — {(0,0)}, ao)

é um isomorfismo. Assim, j, € injetora e portanto nao trivial. Do teorema 4.4, i, é o
homomorfismo identidade, consequentemente i, nao é trivial.
Portanto, das equivaléncias do Lema 4.4, segue o resultado. O

4.6 Teorema Fundamental da Algebra

Um resultado basico na teoria dos ntimeros complexos diz que toda equagao poli-
nomial
2+ ap 12" 4tz +ag =0

de grau n com coeficientes complexos tem n raizes complexas (a menos da multiplici-
dade de suas raizes). Este resultado é uma consequéncia natural do Teorema Funda-
mental da Algebra. Este Teorema nos diz que a equacio acima tem pelo menos uma
raiz complexa. A demonstracao do mesmo pode ser feita de variadas formas. Pode, por
exemplo, ser feita utilizando técnicas de algebra, ou com a teoria de funcoes analiticas
de uma variavel complexa, neste caso o teorema surge como um corolario do Teorema
de Liouville. Uma outra forma é usar teoria de homotopia que foi desenvolvida neste
trabalho e é neste sentido que faremos a demonstragao do Teorema Fundamental da
Algebra.

2Uma demonstragio do lema 4.4 pode ser consultada em [5], p. 349
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Teorema 4.11. (Teorema Fundamental da Algebra) Uma equagio polinomial
2"t a2 4t aiz+ag =0

de grau n (inteiro positivo) com coeficientes complexos tem pelo menos uma raiz com-
plexa.

Demonstragao. 1* Etapa: Consideremos a aplicagao f : S' — S dada por f(z) = 2",
em que z ¢ um nimero complexo cujo moédulo é 1. Provemos que o homomorfismo
induzido por f, f. : m(S',by) — m (S, by) em que by = (1,0), é uma aplicagao
injetora.

Seja pg : I — S* o laco em S* baseado em by, definido por

po(s) = €*™* = (cos 2ms, sen 27s).
Sua imagem pela funcao f, tem como um dos seus representantes, o laco em S* baseado

em b()
f(po(s)) = (e*™*)™ = (cos 27ns, sen 27ns).

Tomando o recobrimento p : (R,0) — (S' by), definido por p(x) = (cos2nz,
sen27x), segue que os levantamentos dos lagos pg e f o py que iniciam em 0 sdo,

respectivamente, os caminhos po(s) = s e (f opp)(s) = ns. Desta forma, pelo isomor-
fismo ¢ : m (S, by) — Z, o lago py corresponde ao inteiro 1 enquanto o lago f o pg
corresponde ao inteiro n. Assim, f, é a “multiplicacao por n” no grupo fundamental
de S'. Logo, f. ¢ injetora.

22 Etapa: Mostremos que se g : S* — R?* — {(0,0)} ¢ a aplicagao g(z) = 2" tal que
|z| = 1, entdo g nao é homotopicamente nula.

A aplicagao ¢ é igual a aplicacdo f da primeira etapa composta com a aplicagao
inclusao j : S' < R? — {(0,0)}. Vimos que f, ¢ injetora. Notemos também que S*
¢ um retrato de R? — {(0,0)}, pelo exemplo 4.6. Consequentemente, pela proposigao
4.7, j. € injetora. Além disso, pelo teorema 4.4, g, = j, o f.. Segue que, g, € injetora
por ser composicao de injetoras. Assim, g, nao é trivial. Logo, pelo lema 4.4, g nao é
homotopicamente nula.

3% Etapa: Provemos agora um caso especial do teorema. Dada a equagao polinomial
2ty 4 ag =0,

suponhamos que
e - o] + Jao] < 1.

Agora mostremos que esta equacao tem raiz dentro da bola unitéria B2. Para tanto,
suponhamos que nao ha raiz. Desta forma consideremos a aplicacao k : B2 — R? —
{(0,0)} definida por

k(2) = 2" 4 ap_12" 1+ -+ + ao.

Se h é a restricao de k a S, segue que h se estende a uma aplicacao da Bola unitaria
B? em R? — {(0,0)}. Assim, pelo Lema 4.4, h é homotopicamente nula.
Por outro lado, a aplicagao F : S x I — R? — {(0,0)} dada por

F(z,t) = 2"+ t(an12"""+ -+ ag)
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¢ uma homotopia entre g e h. De fato, F' estd bem definida j& que em nenhum momento
é igual a zero, pois:

|F(z,t)] > 2" = |t(an_12""" + -+ ap)]
> 1 —t(|ap-12""" + - +aol)
=1- t(|an,1| + -+ |a0‘) > 0.

Além disso,
e [’ ¢ continua,
o F(z,0)=2"=g(z),
o F(2,1)=2"+a, 12" '+ +ag = h(z).

Mas g ser homotopica a h é um absurdo, porque g nao é homotopicamente nula e
h & homotopicamente nula. Logo, a equagao

2y 2" ag =0

tém pelo menos uma raiz na bola unitaria B2.

4% Etapa: Provemos agora o caso geral. Seja a equagao polinomial
2Vt ay 12" 4 ag = 0.

Observemos que se
@] + -+ |ar] + |ao| < 1,

recaimos no caso especial provado na etapa 3.
Caso contrario tem-se

Q1] 4 -+ |ay| + ao] > 1.

Neste caso tomando z = cy em que ¢ é um nimero real positivo e substituindo na
equacao original, teremos

(cy)" + an_1(cy)" P+ +ag=0
ou
Se esta tultima equagao possui uma raiz y = 1, entao a equagao original possui uma

raiz zgp = cyp.
Tomando um ¢ suficientemente grande, afim de que

|an—l| |an—2

a
D) |+>'“-+|_g|<:17

c c ¢

por exemplo, tomando ¢ = 1+ |a,_1| + - - + |a1| + |ao], tem-se

|ap 1|+ -+ |ay| + |ag <1
C

ou
Ap—1

a Q
[+t <L
& &
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consequentemente

T+ 2R S < L

c c c"
ou seja, fizemos que nossa equacao original recaisse no caso particular discutido na
terceira etapa da demonstracao.

Portanto, a equacao

a2 4 ap =0

sempre admitira pelo menos uma raiz no campo dos niimeros complexos. O

Observacoes

A demonstracao anterior foi feita considerando um polindémio moénico, porém é
valida para qualquer polinomio de grau n > 0, pois caso o polindmio nao seja moénico,
dividimos o mesmo pelo coeficiente dominante.

Outro fato a ser notado é que o dominio e o contradominio da fungao polinomial
correspondente & equacao

22" ag =0

¢ o conjunto C dos ntimeros complexos. Caso fosse o conjunto dos ntumeros reais,
terfamos que provar que qualquer funcao polinomial f : R — R de grau n > 1 definida
por

f(z) = 2" + ap_12™ ' + -+ + ag,

com a seguinte restri¢ao |an_1| + [ap—2| +- - +|a1| 4 |ao| < 1 admite raizes no intervalo
[—1,1]. Mas, tal fato nem sempre ocorre, por exemplo, a equagao
r? — gx + 2 =0
5 25
nao tem raiz neste intervalo. Isto nos mostra que restringir o dominio da familia de
fungoes polinomiais moénicas de grau n > 1 ao conjunto dos ntimeros reais faz com que
a prova do Teorema Fundamental da Algebra falhe.

Podemos notar também que os argumentos da prova do teorema, quando adaptados
para R, nao sao validos, pois neste caso teriamos que lidar com fungoes de R em R—{0},
este tltimo, homotopicamente equivalente a dois pontos, e dai nao temos mais o grupo
fundamental do circulo envolvido.

Conclusao

O objetivo principal do trabalho foi alcangado, a saber: a demonstragao do Teorema
Fundamental da Algebra através da Teoria de Homotopia.

A principio, o projeto teria inicio com o capitulo 3. Mas, afim de termos um su-
porte bésico da teoria de Topologia Geral necessario para o entendimento de alguns
termos desenvolvidos no trabalho, achamos por bem iniciar com um capitulo sobre
Topologia da Reta, neste sentido o estudo da disciplina de Analise Matematica minis-
trada pela Profa. Dra. Suzinei Aparecida Siqueira Marconato ajudou bastante no seu
desenvolvimento.

Depois do capitulo sobre topologia da reta, trabalhamos conceitos de espagos to-
pologicos gerais e construcao de fungoes continuas entre espacos quaisquer. Depois
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prosseguimos com o estudo do grupo fundamental (aqui, assim como a disciplina Ané-
lise Matematica ajudou no desenvolvimento do capitulo 2, o estudo da disciplina Arit-
mética e Algebra desenvolvida pela Profa. Dra. Alice Kimie Miwa Libardi ajudou no
desenvolvimento teérico do Grupo Fundamental).

Durante o desenvolvimento do trabalho, o orientando teve algumas dificuldades
de entendimento dos contetudos, boa parte destas dificuldades foram sanadas pela boa
didatica de nossa principal referéncia, ou seja, do livro [5], porém quando as dificuldades
persistiam a orientagao do Prof. Dr. Thiago de Melo fora fundamental para sana-las.

Em suma, os conhecimentos tratados durante o trabalho, tais como: homotopia,
grupo fundamental e espacos de recobrimento sao importantissimos nao somente para
o entendimento do nosso principal objetivo, mas também porque principiam o estudo
da topologia algébrica permitindo assim uma base para futuras pesquisas nesta area.
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