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O Grupo Fundamental do CíruloAline Cristina de Souza1Orientador(a): Prof. Dr. João Peres Vieira
Resumo: Dado um espaço topológio X e x0 ∈ X , assoiamos através de aminhos fehados (ou laços) em
X um grupo denotado por π1(X, x0) ou π1(X) (quando o espaço for onexo por aminhos) denominadogrupo fundamental de X . Neste trabalho mostraremos que o grupo fundamental do írulo, π1(S1), éisomorfo ao grupo dos inteiros Z.
Palavras-chave: grupo fundamental; homotopia
1 Definições e ResultadosNesta seção apresentaremos algumas de�nições e resultados neessários para a demonstração do teo-rema 12.Em todo o texto, I denota o intervalo ompato [0, 1] e se f : X → Y é uma função e U é umsubonjunto de Y , f⊢(U) denota a imagem inversa de U por f .Neessitaremos do
Lema 1 (Lema da Colagem). Sejam X e Y espaços topológios e A e B subonjuntos fehados de X taisque A∪B = X. Sejam f : A→ Y e g : B → Y apliações ontínuas satisfazendo a ondição: f(x) = g(x)para todo x ∈ A ∩B. Então a apliação h : X → Y de�nida por

h(x) =

{

f(x), se x ∈ A,
g(x), se x ∈ B,é ontínua.

Prova: Vamos provar que se F é um subonjunto fehado de Y então h⊢(F ) é um subonjunto fehadode X .Seja F um subonjunto fehado de Y . Como f e g são ontínuas, então f⊢(F ) é um fehado de A e
g⊢(F ) é um fehado de B. Daí, uma vez que por hipótese A e B são fehados de X , segue que f⊢(F ) e
g⊢(F ) são fehados de X . Agora é fáil ver que h⊢(F ) = f⊢(F ) ∪ g⊢(F ) e portanto h⊢(F ) é fehado de
X , pois é reunião de dois fehados de X .
Definição 2. Sejam x0, x1 ∈ X . Um aminho em X om ponto iniial em x0 e ponto �nal em x1 é umaapliação ontínua α : I → X tal que α(0) = x0 e α(1) = x1. Se α(0) = α(1) = x0, dizemos que o aminhoé um laço ou aminho fehado em X baseado em x0.Denotaremos por Ω(X ;x0, x1) o onjunto formado pelos aminhos em X om ponto iniial em x0 eponto �nal em x1 e, por Ω(X ;x0) o onjunto dos aminhos fehados ou laços em X baseados em x0.Através do oneito de aminhos, podemos de�nir o produto de aminhos, onforme a1FAPESP 7



8 O Grupo Fundamental do Círulo
Definição 3. Sejam α ∈ Ω(X ;x0, x1) e β ∈ Ω(X ;x1, x2). O aminho produto de α por β, denotado por
α ∗ β, é dado por:

(α ∗ β)(t) =
{

α(2t), se t ∈ [0, 12 ],
β(2t− 1), se t ∈ [ 12 , 1].Desde que α e β são ontínuas e para t = 1
2 , α(2t) = α(1) = x1 = β(0) = β(2t − 1), pelo Lema daColagem, α ∗ β é ontínua. Além disso, α ∗ β(0) = α(0) = x0 e α ∗ β(1) = β(1) = x2. Portanto α ∗ β é umaminho ligando x0 a x2.

2 Homotopia e o Grupo FundamentalIntroduziremos agora o oneito de homotopia.
Definição 4. Dados α, β ∈ Ω(X ;x0, x1), dizemos que o aminho α é homotópio ao aminho β e denotamos
α ∼ β, se existe uma apliação ontínua H : I × I → X tal que: H(t, 0) = α(t);H(t, 1) = β(t), ∀t ∈ I e
H(0, s) = x0; H(1, s) = x1, ∀s ∈ I. A apliação H é hamada uma homotopia entre α e β.A relação ∼ é uma relação de equivalênia em Ω(X ;x0). Assim, para todo laço α ∈ Ω(X ;x0) podemosonsiderar [α] = {β ∈ Ω(X ;x0);α ∼ β}, a lasse de equivalênia de α. Desta forma, denotaremos por
π1(X ;x0) o onjunto quoiente Ω(X;x0)

∼
, que nada mais é que o onjunto das lasses de equivalênia doslaços em X baseados em x0, ou seja, π1(X ;x0) = {[α], α ∈ Ω(X ;x0)}.Agora, neste onjunto, de�niremos a operação

⋄ : π1(X ;x0)× π1(X ;x0) → π1(X ;x0)induzida de ∗ da seguinte forma: para quaisquer [α], [β] ∈ Ω(X ;x0), ⋄([α], [β]) = [α]⋄ [β] := [α∗β]. Então,
(π1(X ;x0), ⋄) é um grupo, denominado Grupo Fundamental de X om ponto base x0.Daqui para frente, omitiremos o símbolo ⋄ quando tratarmos da operação em π1(X ;x0) e esreveremos
[α] ⋄ [β] := [α][β].Através de outros oneitos, omo por exemplo onexão por aminhos, podemos estabeleer uma relaçãointeressante entre os Grupos Fundamentais de um determinado espaço topológio quando onsideramosdiferentes pontos base, onforme a
Proposição 5. Sejam X um espaço topológio onexo por aminhos e x0, x1 ∈ X quaisquer. Então
π1(X ;x0) é isomorfo a π1(X ;x1).
Prova: SendoX , por hipótese, onexo por aminhos e x0, x1 ∈ X , temos que existe um aminho γ : I → Xtal que γ(0) = x0 e γ(1) = x1.De�nimos γ# : π1(X ;x0) → π1(X ;x1) por γ#([β]) = [γ−1 ∗ β ∗ γ].Mostremos que a apliação γ# está bem de�nida. Para isto, devemos mostrar que se [α] = [β] então
γ#([α]) = γ#([β]), isto é, que [γ−1 ∗α∗γ] = [γ−1 ∗β ∗γ], ou equivalentemente, que γ−1 ∗α∗γ ∼ γ−1 ∗β ∗γ.Com efeito, se [α], [β] ∈ π1(X ;x0), são tais que [α] = [β], então, α ∼ β, o que implia que existe
F : I × I → X homotopia entre α e β, isto é, F ontínua tal que F (t, 0) = α(t), F (t, 1) = β(t), ∀t ∈ I e
F (0, s) = x0 = F (1, s), ∀s ∈ I.BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



O Grupo Fundamental do Círulo 9De�nimos G : I × I → X por: G(t, s) = (γ−1 ∗Fs ∗ γ)(t), onde Fs : I → X , é dado por Fs(t) = F (t, s).Assim, para todo s ∈ I, Fs é ontínua, Fs(0) = F (0, s) = x0 e Fs(1) = F (1, s) = x0. Logo Fs é um laçoem x0.Também, a apliação G é ontínua pelo Lema da Colagem, e
G(t, 0) = (γ−1 ∗ F0 ∗ γ)(t) = (γ−1 ∗ α ∗ γ)(t), desde que F0(t) = F (t, 0) = α(t), ∀t ∈ I e, portanto,

F0 = α;
G(t, 1) = (γ−1 ∗ F1 ∗ γ)(t) = (γ−1 ∗ β ∗ γ)(t), desde que F1(t) = F (t, 1) = β(t), ∀t ∈ I e, portanto,

F1 = β;
G(0, s) = (γ−1 ∗ Fs ∗ γ)(0) = γ−1(0) = x1 e G(1, s) = (γ−1 ∗ Fs ∗ γ)(1) = γ(1) = x1, ∀s ∈ IAssim, γ−1 ∗α∗γ ∼ γ−1 ∗β ∗γ, o que implia que γ#([α]) = γ#([β]) e portanto, γ# está bem de�nida.Mostremos agora, que γ# é um homomor�smo.Sejam [α], [β] ∈ π1(X ;x0). Devemos mostrar que:

γ#([α][β]) = γ#([α])γ#([β]).Observemos que, se γ ∈ Ω(X ;x0, x1), então γ ∗ γ−1 ∼ cx0
, onde cx0

: I → X é dado por cx0
(t) =

x0, ∀t ∈ I. De�namos H : I × I → X por
H(t, s) =







γ(2t), se t ∈ [0, 1−s2 ],
γ−1(s), se t ∈ [ 1−s2 , 1+s2 ],
γ−1(2t− 1), se t ∈ [ 1+s2 , 1].Então, H é uma homotopia entre γ ∗γ−1 e cx0

, pois desde que, para t = 1−s
2 , γ(2t) = γ(1−s) = γ−1(s)e, para t = 1+s

2 , γ−1(s) = γ−1(2t− 1), pelo Lema da Colagem, H é ontínua. Além disso,
H(t, 0) =







γ(2t), se t ∈ [0, 12 ],
γ−1(0) = γ(1), se t = 1

2 ,
γ−1(2t− 1), se t ∈ [ 12 , 1],

H(t, 1) =







γ(2t), se t = 0,
γ−1(1), se t ∈ [0, 1],
γ−1(2t− 1), se t = 1,

=

{

γ(2t), se t ∈ [0, 12 ],
γ−1(2t− 1), se t ∈ [ 12 , 1],

=







γ(0) = x0, se t = 0,
γ−1(1) = x0, se t ∈ [0, 1],
γ−1(1) = x0, se t = 1,

= γ ∗ γ−1(t), ∀t ∈ I; = cx0
(t), ∀t ∈ I;

H(0, s) = γ(0) = x0 e H(1, s) = γ−1(1) = x0, ∀s ∈ I. Assim,
γ ∗ γ−1 ∼ cx0

=⇒ α ∗ γ ∗ γ−1 ∼ α ∗ cx0
∼ α =⇒ α ∗ γ ∗ γ−1 ∗ β ∼ α ∗ β =⇒

α ∗ β ∼ α ∗ γ ∗ γ−1 ∗ β =⇒ γ−1 ∗ α ∗ β ∗ γ ∼ γ−1 ∗ α ∗ γ ∗ γ−1 ∗ β ∗ γ.Então, γ#([α][β]) = γ#([α∗β]) = [γ−1 ∗α∗β ∗γ] = [γ−1 ∗α∗γ ∗γ−1 ∗β ∗γ] = [γ−1 ∗α∗γ][γ−1 ∗β ∗γ] =
γ#([α])γ#([β]).Finalmente, mostremos que γ# é bijetor.Seja [α] ∈ π1(X ;x0) tal que γ#([α]) = ex1

= [cx1
], onde cx1

: I → X é dado por cx1
(t) = x1, ∀t ∈ I.Então:

[γ−1 ∗ α ∗ γ] = [cx1
] =⇒ γ−1 ∗ α ∗ γ ∼ cx1

=⇒

γ ∗ γ−1 ∗ α ∗ γ ∗ γ−1 ∼ γ ∗ cx1
∗ γ−1 =⇒ cx0

∗ α ∗ cx0
∼ γ ∗ cx1

∗ γ−1 =⇒ α ∼ γ ∗ cx1
∗ γ−1 =⇒

α ∼ γ ∗ γ−1 =⇒ α ∼ cx0
=⇒ [α] = ex0

= [cx0
],BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



10 O Grupo Fundamental do Círulodesde que γ ∗ cx1
∼ γ, pois K : I × I → X dada por

K(t, s) =

{

γ( 2t
s+1 ), se t ∈ [0, s+1

2 ],

x1, se t ∈ [ s+1
2 , 1],é uma homotopia entre γ ∗ cx1

e γ, uma vez que K é ontínua pelo Lema da Colagem e,
K(t, 0) =

{

γ(2t), se t ∈ [0, 12 ],
x1, se t ∈ [ 12 , 1],

K(t, 1) =

{

γ(t), se t ∈ [0, 1],
x1, se t = 1,

= γ ∗ cx1
(t), ∀t ∈ I; = γ(t), ∀t ∈ I;

K(0, s) = γ(0) = x0 e K(1, s) = x1, ∀s ∈ I. Portanto γ# é injetor.Dado [β] ∈ π1(X ;x1), tome [γ ∗β ∗ γ−1] ∈ π1(X ;x0). Então γ#([γ ∗β ∗ γ−1]) = [γ−1 ∗ γ ∗β ∗ γ−1 ∗ γ] =
[cx1

∗ β ∗ cx1
] = [β]. Assim, γ# é sobrejetor.Logo γ# é um isomor�smo e portanto π1(X ;x0) e π1(X ;x1) são isomorfos.

3 O Grupo Fundamental do CírculoConsideremos a apliação e : R → S1 de�nida por e(t) = (cos 2πt, sen 2πt). Temos as seguintespropriedades:i) e é ontínua, pois as funções cos(2πt) e sen(2πt) são ontínuas.ii) e(t) = (1, 0) se, e somente se, t ∈ Z.De fato, e(t) = (1, 0) ⇐⇒ cos 2πt = 1, sen 2πt = 0 ⇐⇒ 2πt = 2kπ, k ∈ Z ⇐⇒ t = k ∈ Z.Olhemos R omo um grupo aditivo e S1 = {(a, b) ∈ R
2; a2 + b2 = 1} omo um grupo multipliativoom a operação (a, b).(c, d) = (ac− bd, ad+ bc). Então,iii) para quaisquer t1, t2 ∈ R, e(t1 + t2) = e(t1).e(t2).De fato,

e(t1 + t2) = (cos 2π(t1 + t2), sen 2π(t1 + t2)) =

= (cos 2πt1 cos 2πt2 − sen 2πt1 sen 2πt2, sen 2πt1 cos 2πt2 + sen 2πt2 cos 2πt1) =

= (cos 2πt1, sen 2πt1).(cos 2πt2, sen 2πt2) = e(t1).e(t2).

Definição 6. Seja γ : I → S1 um aminho qualquer. O aminho γ : I → R é dito ser um levantamento de
γ à reta real R se e ◦ γ = γ.
Definição 7. Seja H : I × I → S1 uma homotopia qualquer. Uma apliação ontínua H : I × I → R édita ser um levantamento da homotopia H se e ◦H = H .Para a prova do Teorema 12 e da Proposição 11 neessitaremos, respetivamente, dos
Teorema 8 (Teorema do Levantamento de Caminho). Seja γ : I → S1 um aminho tal que γ(0) = (1, 0).Então, existe um únio levantamento γ : I → R de γ tal que γ(0) = 0.
Teorema 9 (Teorema do Levantamento de Homotopia). Seja F : I × I → S1 uma homotopia tal que
F (0, 0) = (1, 0). Então, existe um únio levantamento F : I × I → R de F tal que F (0, 0) = 0.BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



O Grupo Fundamental do Círulo 11Para uma demonstração destes teoremas veja as referênias [1℄ ou [2℄.
Definição 10. Seja γ : I → S1 um laço tal que γ(0) = γ(1) = (1, 0). De�nimos o grau de γ omo sendo
γ(1), onde γ é o levantamento de γ. Denotaremos este número, γ(1), por gr(γ).
Proposição 11. Sejam α e β dois laços em S1 om ponto base (1, 0). Então α ∼ β se, e somente se,
gr(α) = gr(β).
Prova: Suponhamos que α ∼ β. Então existe F : I × I → S1 tal que F (t, 0) = α(t), F (t, 1) = β(t), ∀t ∈ Ie F (0, s) = F (1, s) = (1, 0), ∀s ∈ I.Pelo teorema do levantamento de homotopia, temos que existe um únio levantamento F : I × I → Rde F tal que F (0, 0) = 0.Então e(F (1, s)) = F (1, s) = (1, 0), o que implia que F (1, s) ∈ Z. Mas F (1, s) é uma apliaçãoontínua que tem omo domínio I, um onjunto onexo e omo ontra-domínio Z. Isto implia que F (1, s)deve ser onstante, aso ontrário, teríamos que a imagem de I por F (1, s) seria desonexo, o que é umaontradição. Logo F (1, s) = k0, ∀s ∈ I.Agora, temos que α(t) = F (t, 0) e β(t) = F (t, 1) são levantamentos de α e β respetivamente, pois
(e ◦ α)(t) = e(F (t, 0)) = F (t, 0) = α(t) e (e ◦ β)(t) = e(F (t, 1)) = F (t, 1) = β(t).Logo gr(α) = α(1) = F (1, 0) = k0 = F (1, 1) = β(1) = gr(β).Reiproamente, se gr(α) = gr(β) então α(1) = β(1), onde α e β são levantamentos de α e β respe-tivamente.De�nimos H : I× I → R por H(t, s) = (1− s)α(t)+ sβ(t). Então H é uma homotopia entre α e β pois
H é ontínua e H(t, 0) = α(t), H(t, 1) = β(t), ∀t ∈ I, H(0, s) = (1 − s)α(0) + sβ(0) = α(0) = β(0) = 0,
H(1, s) = (1− s)α(1) + sβ(1) = α(1) = β(1), ∀s ∈ I.Agora, onsideremos (e ◦H) : I × I → S1. Esta apliação é ontínua, pois e e H são ontínuas e,

e ◦H(t, 0) = e(α(t)) = α(t), e ◦H(t, 1) = e(β(t)) = β(t), ∀t ∈ I;

e ◦H(0, s) = e(0) = (1, 0), e ◦H(1, s) = e(α(1)) = α(1) = (1, 0), ∀s ∈ I.Portanto α ∼ β.Como resultado prinipal apresentamos a prova do
Teorema 12. O grupo fundamental do írulo, π1(S1), é isomorfo a Z.
Prova: Como S1 é onexa por aminhos, sem perda de generalidade, podemos onsiderar π1(S1; (1, 0)).Desta forma, de�nimos δ : π1(S1; (1, 0)) → Z por δ([α]) = gr(α). A proposição 11 nos garante que δ ébem de�nida pois, se [α] = [β], então α ∼ β e portanto gr(α) = gr(β).Mostremos que δ é um homomor�smo de grupos.De fato, sejam [α], [β] ∈ π1(S

1; (1, 0)) quaisquer e α, β seus respetivos levantamentos om ponto iniial
0. Temos que δ([α][β]) = δ([α ∗ β]). Consideremos g : I → R de�nida por

g(t) =

{

α(2t), se t ∈ [0, 12 ],

α(1) + β(2t− 1), se t ∈ [ 12 , 1].BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



12 O Grupo Fundamental do CíruloEntão g é ontínua pois, para t = 1
2 , α(1) = α(1) + β(0), desde que β(0) = 0. Além disso,

e ◦ g(t) =
{

e ◦ α(2t), se t ∈ [0, 12 ],

e(α(1) + β(2t− 1)), se t ∈ [ 12 , 1],

=

{

e ◦ α(2t), se t ∈ [0, 12 ],

e(α(1)).e(β(2t− 1)), se t ∈ [ 12 , 1],

=

{

e ◦ α(2t), se t ∈ [0, 12 ],

e ◦ β(2t− 1), se t ∈ [ 12 , 1],

=

{

α(2t), se t ∈ [0, 12 ],
β(2t− 1), se t ∈ [ 12 , 1],

= α ∗ β(t), ∀t ∈ I.Portanto g é levantamento de α ∗ β. Assim, temos que:
δ([α][β]) = δ([α ∗ β]) = gr(α ∗ β) = g(1) = α(1) + β(1) = δ([α]) + δ([β]).Logo δ é homomor�smo.Se δ([α]) = δ([β]), então gr(α) = gr(β). Pela proposição 11, α ∼ β. Logo [α] = [β] e δ é injetora.Dado n ∈ Z, onsideremos α : I → S1 de�nida por:

α(t) = (cos 2πnt, sen 2πnt).Então, α(t) = nt é o levantamento de α, om α(0) = 0, desde que e ◦ α(t) = (cos 2πnt, sen 2πnt) = α(t),para todo t ∈ I.Assim δ([α]) = α(1) = n e δ é sobrejetora.Portanto δ é um isomor�smo entre π1(S1) e Z. Logo π1(S1) é isomorfo a Z.
Abstract: Given a topologial spae X and x0 ∈ X , we assoiate by means of losed paths (or loops) in Xa group denoted by π1(X, x0) or π1(X) (when the spae is path onneted) whih is alled fundamentalgroup of X . In this work we prove that the fundamental group of the irle, π1(S1), is isomorphi to theintegers group Z.
Keywords: fundamental group; homotopy
Referências Bibliográficas[1℄ Wall, C.T.C., A Geometri Introdution to Topology. Addison-Wesley Publishing Company, 1972.[2℄ Lima, E.L., Grupo Fundamental e Espaços de Reobrimento. 11o Colóquio Brasileiro de Matemátia,Impa, 1977.
BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



O Teorema do Mergulho de WhitneyJean Cerqueira Berni1Orientador(a): Profa. Dra. Elíris Cristina Rizziolli
Resumo: Neste trabalho apresentaremos e demonstraremos um dos mais famosos resultados da Teoria dasVariedades Difereniáveis, o Teorema do Mergulho de Whitney. Este teorema asseriona que uma variedadede dimensão k qualquer pode ser mergulhada em R

2k+1. Introduziremos os oneitos neessários para isto,omo o oneito de variedade, de apliação própria e de mergulho. Além disso enuniaremos teoremasneessários para a sua prova, omo o Teorema de Sard, neessário para onstruir as imersões injetoras e oTeorema da Partição da Unidade, impresindível para onstruir apliações próprias.
Palavras-chave: Variedades Difereniáveis; Imersão Injetora; Mergulho; Teorema do Mergulho de Whit-ney; Fibrado Tangente; Apliação Própria
1 IntroduçãoUma das apliações que podemos dar ao Teorema de Sard é uma prova do famoso Teorema doMergulho de Whitney. Uma variedade k−dimensional, Xk é usualmente de�nida omo sendo umsubonjunto de algum espaço eulideano R

N que pode ser enorme ao ser omparado om Xk. Esteambiente eulideano é bem arbitrário quando onsideramos a variedade Xk omo um objeto arbitrário.Por exemplo, se M > N , então R
N está naturalmente mergulhado em R

M , de modo que poderíamoster onstruído a nossa k−variedade em R
M ao invés de em R

N . Hassler Whitney, ilustre matemátionorte-ameriano, se perguntou o quão grande N preisa ser para que R
N ontenha uma ópia difeomorfade toda variedade k-dimensional. Sua resposta preliminar foi que N = 2k+1 era su�iente para isto; esteé o resultado que vamos provar.

2 Definições e Resultados Preliminares

Definição 1. Uma função f : X ⊂ R
m → R

n é difereniável em X quando existir um par (F,U), onde
U é um aberto de R

m e F : U ⊃ X −→ R
n é uma função de lasse C(∞) que satisfaz:

F

∣

∣

∣

∣

X∩U

≡ f.

Definição 2. Seja U ⊂ R
n um onjunto qualquer. Uma parametrização para U é um par (φ, Ũ ), onde

Ũ ⊂ R
k é um aberto e φ : Ũ −→ X ⊂ R

N é tal que φ : Ũ −→ φ(Ũ) = U é um difeomor�smo de lasse
C(∞). Ao difeomor�smo inverso, ϕ = φ−1 : U → Ũ , denominamos uma arta para U , ou um sistemade oordenadas para U .
Definição 3. Seja X um subonjunto de algum espaço eulidiano R

N . Então X é uma variedade k-dimensional se para ada x ∈ X existir uma vizinhança V ∋ x que admite uma parametrização, (φ, Ṽ ),om Ṽ ⊂ R
k. Notação: Xk.1Fapesp - Proesso 2010/20265-0 13



14 O Teorema do Mergulho de Whitney
Definição 4. De�nimos o espaço tangente de Xk em x omo sendo a imagem da apliação Dφ0 : Rk →
R
N , i.e,

Dφ0(R
k)

.
= TxX

k.

Definição 5. Sejam Xk e Y ℓ variedades, e f : Xk −→ Y ℓ uma apliação de lasse C∞ quando vista de
R
k em R

ℓ. Dado x ∈ Xk, de�nimos a derivada de f em x, Dfx, da seguinte maneira.Suponha que (φ, Ũ) parametrize uma vizinhança U ⊂ X de x, e que (ψ, Ṽ ) parametrize uma vizinhança
V ⊂ Y de y = f(x), tal que f(U) ⊂ V , om Ũ ⊂ R

k e Ṽ ⊂ R
ℓ abertos, φ(0) = x e ψ(0) = y = f(x).Temos o seguinte diagrama omutativo:

Xk
f

// Y ℓ

Ũ

φ

OO

h=ψ−1
◦f◦φ

// Ṽ

ψ

OO

Sabemos omputar Dφ0, Dψ0 e Dh0, a última pela Regra da Cadeia para Espaços Eulidianos,que onheemos da Análise. Por meio desta, ao tomar derivadas, obtemos o diagrama seguinte:
TxXk

Dfx
// TyY

ℓ

R
k

Dφ0

OO

Dh0

//
R
ℓ

Dψ0

OO

Como Dφ0 é um isomor�smo, este admite inverso, de modo que podemos de�nir Dfx do seguintemodo:
Dfx := Dψ0 ◦Dh0 ◦Dφ−1

0 .

Teorema 6 (Regra da Cadeia Generalizada para Variedades). Se Xk f−→ Y ℓ
g−→ Zm são apliaçõessuaves entre variedades, então vale:

D(g ◦ f)x = Dgf(x) ◦Dfx.

Definição 7. Uma imersão em x ∈ Xk é uma apliação entre variedades, difereniável em x, ujaapliação derivada neste ponto é injetora. Expliitamente, f : Xk −→ Y ℓ é uma imersão em x se:
Dfx : TxX

k −→ Tf(x)Y
ℓé uma apliação injetora. Se f for uma imersão em todo ponto x ∈ X , dizemos simplesmente que f é umaimersão.

Definição 8. Uma apliação f : X −→ Y é própria se a pré-imagem de todo onjunto ompato em Yé um onjunto ompato em X . Assim, f : X −→ Y é própria se, dado K ⊂ Y ompato, então f⊣(K) éompato de X .
Definição 9. Um mergulho é uma imersão injetiva e própria.BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



O Teorema do Mergulho de Whitney 15
Definição 10. Seja f : Xk → Y ℓ uma apliação suave entre variedades. Um ponto y ∈ Y ℓ é um valorregular de f se, para todo x ∈ f⊣({y}), Dfx é sobrejetora. Observe que aso y /∈ Im(f), este searateriza omo valor regular por vauidade.
Teorema 11 (Teorema de Sard). Se f : Xk → Y k é uma apliação suave de variedades, então todos ospontos de Y k, a menos de um onjunto de medida nula, são valores regulares de f .Um objeto útil na prova do Teorema de Whitney é o �brado tangente de uma variedade Xk em R

N .Os espaços tangentes a Xk em vários pontos são subespaços vetoriais de RN que geralmente se justapõemuns aos outros. O �brado tangente é um artifíio para desemaranhá-los.
Definição 12. Seja Xk uma variedade de R

N . O �brado tangente de Xk, T (Xk), é a reunião disjunta detodos os espaços tangentes a Xk, i.e.,
T (Xk) =

·
⋃

x∈X

Tx(X) =
⋃

x∈X

{x} × Tx(X) = {(x, v) ∈ Xk × R
N ; v ∈ Tx(X)}.

T (Xk) ontém uma ópia natural de Xk, onsistindo do onjunto dos pontos {(x, 0);x ∈ Xk}. Na dire-ção perpendiular a (x, 0), ele ontém ópias de ada espaço tangente TxXk, mergulhados omo onjuntosda forma:
{(x, v); x está �xado}.Qualquer apliação suave f : Xk → Y ℓ induz uma apliação derivada global,

Df : T (Xk) −→ T (Y ℓ)
(x, v) 7−→ (f(x), Dfx(v)).Note que T (Xk) é um subonjunto do espaço eulidiano, i.e., Xk ⊂ R

N de modo que T (Xk) ⊂ R
N×R

N .Portanto, se Y ℓ ⊂ R
M , então Df aplia um subonjunto de R

2N em R
2M . Mostraremos que Df é suave.

Proposição 13. Seja f : Xk → Y ℓ uma apliação suave. Então a apliação derivada global de�nida por:
Df : T (Xk) −→ T (Y ℓ)

(x, v) 7−→ (f(x), Dfx(v))é uma apliação suave.
Prova: Como f : Xk → R

M é suave, dado um ponto x ∈ Xk qualquer, ela se estende em torno dele auma apliação suave F : U → R
M , segundo a De�nição 1, om U ⊂ R

N aberto. Então:
DF : T (U) → R

2Mestende loalmente Df . Mas T (U) = U×R
N , um subonjunto aberto em R

2N e omo DF é uma apliaçãodeste onjunto aberto, om erteza é suave pela De�nição 1.Isto mostra que:
Df : T (Xk) → R

2Mpode ser loalmente estendida em um subonjunto aberto de R
2N , a saber U × R

N , o que quer dizer queexiste um par (DF,U × R
N ) que estende Df em ada vizinhança de x ∈ Xk. Pela De�nição 1, Dféuma apliação suave. BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



16 O Teorema do Mergulho de Whitney
Definição 14. Duas variedades Xk e Y ℓ são difeomorfas quando existe um difeomor�smo entre elas.
Teorema 15. Se Xk e Y ℓ forem variedades difeomorfas, então T (Xk) e T (Y ℓ) também são difeomorfos.Suintamente: �variedades difeomorfas têm �brados tangentes difeomorfos.�
Prova: Se f : Xk → Y ℓ é um difeomor�smo, então:

Df : T (Xk) → T (Y ℓ) Df ∈ C(∞)também é. Com efeito, omo f ∈ C(∞), então Df ∈ C(∞). Mostraremos que Df é bijetora e admiteinversa suave.Como:
f ◦ f−1 = idY ℓ : Y ℓ → Y ℓ e f−1 ◦ f = idXk : Xk → Xktomando a derivada em ambos os membros da primeira destas equações, temos que:

Df ◦Df−1 = IdT (Y ℓ) : T (Y
ℓ) → T (Y ℓ)ou seja, Df admite inversa à direita. Ademais, tomando a derivada em ambos os membros da segundadestas equações, temos que:

Df−1 ◦Df = IdT (Xk) : T (X
k) → T (Xk)ou seja, Df admite inversa à esquerda.AssimDf admite uma inversa, a saber,Df−1. Como f−1 é suave devido ao fato de f ser difeomor�smo,segue que Df−1 é suave.Logo, por de�nição, Df é um difeomor�smo entre T (Xk) e T (Y ℓ) pois é bijetora, suave e tem inversasuave.Como um resultado, T (Xk) é um objeto intrinseamente assoiado a Xk, ou seja, ele não depende doespaço eulidiano irundante, mas tão somente da variedade Xk.

Proposição 16. O �brado tangente de uma variedade é também uma variedade, e ainda:
dimT (Xk) = 2 dimXk.

Prova: Se W é um subonjunto aberto de Xk, e portanto também uma subvariedade, então T (W ) é osubonjunto:
T (Xk) ∩ (W × R

N ) ⊂ T (Xk).Como W ×R
N é aberto em Xk ×R

n, T (W ) é aberto na topologia de T (Xk) por ser interseção de umaberto de Xk om T (Xk). Agora, omo Xk é uma variedade, podemos tomar W parametrizável, ou sejaé a imagem de uma parametrização. Isto quer dizer que existe uma (φ, W̃ ), om W̃ ⊂ R
k aberto e:

φ : W̃ →W = φ(W̃ )difeomor�smo. Então:
Dφ : T (W̃ ) → T (W )BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



O Teorema do Mergulho de Whitney 17é um difeomor�smo pelo Teorema 15. Mas T (W̃ ) = W̃ × R
k é subonjunto aberto de R

2k, então Dφserve para parametrizar o onjunto aberto T (W ) ⊂ T (Xk).Assim, dado um elemento qualquer (x, v) ∈ T (Xk), omo Xk é variedade, x admite uma vizinhança
W ∋ x parametrizável por (φ, W̃ ), om W̃ ⊂ R

k. Tome para vizinhança de (x, v) em T (Xk) o onjunto
T (W ). Temos que T (W ) é aberto e que (x, v) ∈ T (W ). Podemos parametrizar T (W ), por sua vez, pelopar (Dφ, W̃ × R

k), onde W̃ × R
k ⊂ R

2k é aberto. Segue-se que T (Xk) é variedade e tem dimensão igualao dobro da dimensão de Xk, ou seja:
dimT (Xk) = 2 dimXk.

Definição 17. Um onjunto que satisfaz uma propriedade a menos de um onjunto de medida nula é ditosatisfazer aquela propriedade para quase todo ponto.O teorema a seguir é impresindível para a demonstração do Teorema do Mergulho de Whitney:
Teorema 18. Toda k−variedade admite uma imersão injetora em R

2k+1.
Prova: Analisemos dois asos:Caso 1: Se Xk ⊂ R

N é k−dimensional e N > 2k + 1. Neste aso, mostraremos que Xk já estámergulhado em R
2k+1 por produzir uma projeção linear π : RN → R

2k+1 que se restringe a uma imersãoinjetora de Xk, i.e.,uma projeção tal que:
π

∣

∣

∣

∣

Xk

= π ◦ ı : Xk −→ R
2k+1é uma imersão injetora.Caso 2: Se Xk ⊂ R

N é k−dimensional e k ≤ N ≤ 2k+1.Proedendo indutivamente, provaremos quese π : Xk → R
M é uma imersão injetora om M > 2k + 1, então existe um vetor unitário a ∈ R

M tal quea omposição de f om a projeção levando R
M sobre o omplemento ortogonal de a é ainda uma imersãoinjetiva. Agora, o omplemento:

H = [{a}]⊥ = {b ∈ R
M : b⊥a}é um subespaço vetorial (M − 1)−dimensional de R

M , portanto, isomorfo a R
M−1; logo, obteremos umaimersão injetora em R

M−1.Façamos isto.De�na uma apliação:
h : Xk ×Xk × R −→ R

M

(x, y, t) 7−→ t(f(x)− f(y)).Também de�na a apliação:
g : T (Xk) 7−→ R

M

(x, v) 7−→ Dfx(v).Como M > 2k + 1, o Teorema de Sard implia que existe um ponto a ∈ R
M que é valor regularde h e valor regular de g. Tome um a que não seja imagem de nenhum ponto, ou seja, ∃a ∈ R

M tal queBICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



18 O Teorema do Mergulho de Whitney
a /∈ Im(h) ∩ Im(g). Note que a 6= 0, já que 0 pertene às duas imagens. Basta tomar, por exemplo,
(x, x, t) ∈ Xk ×Xk × R e teremos h(x, x, t) = 0, e para g basta tomar o par (x, 0), e teremos g(x, 0) = 0.Seja π a projeção de R

M sobre o omplemento ortogonal H de a, ou seja:
π : RM −→ [{a}]⊥.Considere agora π ◦ f : Xk → H . Mostraremos que, a menos de um isomor�smo, esta é a imersãoinjetora prourada.

(i) π ◦ f : Xk → H é uma apliação injetora.De fato, sejam x, y ∈ Xk tais que π ◦ f(x) = π ◦ f(y). Então:
π(f(x)− f(y)) = 0ou seja, f(x)−f(y) não tem omponentes em H = [{a}]⊥. Como f(x)−f(y) ∈ R

M = [{a}]⊕ [{a}]⊥.Então f(x) − f(y) ∈ [{a}]. Isto quer dizer que existe t ∈ R tal que f(x) − f(y) = t · a. Se poraaso tivéssemos x 6= y, então teríamos t 6= 0, pois f é injetora. Mas, então teríamos h(x, y, 1
t
) = a,ontradizendo a esolha de a. Conluímos om isto que π ◦ f : Xk → H é uma apliação injetora.

(ii) π ◦ f : Xk → H é uma imersão.Mostraremos isto por absurdo. Suponha que exista v ∈ TxX
k, v 6= 0 tal que D(π ◦ f)x · v ≡ 0. Como

π é linear, da Regra da Cadeia tiramos:
D(π ◦ f)x = π ◦Dfx.Logo, π ◦Dfx(v) = 0, de modo que Dfx · v não tem omponentes em [{a}]⊥. Logo, omo Dfx · v ∈

R
M = [{a}]⊕ [{a}]⊥, segue-se que Dfx ·v ∈ [{a}]. Assim, existe um esalar t ∈ R tal que Dfx ·v = t ·aom f imersão. Isto que dizer que Dfx · v 6= 0, ou seja, t 6= 0. Mas, então teríamos g(x, 1

t
) = a, denovo ontrariando a esolha de a. Conluímos que π ◦ f : Xk → H é uma imersão.Deste modo, por (i) e (ii), π ◦ f : Xk → H é uma imersão injetora de Xk em um espaço vetorialisomorfo a R

M−1.Se φ : H → R
M−1 é o isomor�smo, temos que φ◦π◦f : Xk → R

M−1 é uma imersão injetora própria.Para variedades ompatas, imersões injetoras f : Xk → Y ℓ são o mesmo que mergulhos. De fato,sendo f suave, a pré-imagem de qualquer ompato K ⊂ Y ℓ é fehada (pela ontinuidade de f) e limitada(pela ompaidade de Xk), logo f é própria. Ademais f é imersão injetora, de modo que nós provamos oTeorema do Mergulho para o aso em que Xk é ompato.
Teorema 19 (Partição da Unidade). Seja X ⊂ R

N um subonjunto arbitrário. Para qualquer obertura de
X por abertos (relativos) {Uα}α existe uma sequênia de funções suaves, (θi)i∈N em X hamada partiçãoda unidade subordinada à obertura {Uα}α om as seguintes propriedades:(a) 0 ≤ θi(x) ≤ 1 para todo x ∈ X e todo i ∈ N;(b) Cada x ∈ X admite uma vizinhança na qual um número �nito de funções θi não é identiamentenula, i.e., existe uma vizinhança de x em X onde a sequênia (θi)i∈N é identiamente nula a menosde um número �nito de índies;BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



O Teorema do Mergulho de Whitney 19() Cada função θi tem suporte ompato;(d) Para ada x ∈ X, tem-se:
∑

i=1

θi(x) = 1.(observe que, de aordo om o item (b), esta soma é sempre �nita.)
Corolário 20. Em qualquer variedade Xk podemos de�nir uma apliação própria ρ : Xk → R.
Prova: Seja {Uα} a oleção de subonjuntos abertos de Xk que têm fehos ompatos, e seja θi a partiçãoda unidade subordinada. Então:

ρ : Xk −→ R

x 7−→ ρ(x) =
∑∞

i=1 iθi(x)é uma função suave bem de�nida. Se ρ(x) ≤ j, então, obviamente pelo menos uma dentre as j funções
θ1, · · · , θj deve ser não nula em x. Portanto ρ⊣([−j, j]) está ontido em

j
⋃

i=1

{x|θi(x) 6= 0}um onjunto om feho ompato, devido ao item () do Teorema da Partição da Unidade, e assim élimitado. Mas todo onjunto ompato em R está ontido em algum intervalo [−j, j] para j su�ientementegrande, posto que ompaidade em R é sin�nimo de fehado e limitado. Logo, fazemos assim:Seja K ⊂ R um onjunto ompato. Então existe um natural j ∈ N su�ientemente grande para o qual
K ⊂ [−j, j]. Pelo aima, provamos que ρ⊣([−j, j]) é ompato, logo, limitado. Sendo ρ uma apliaçãoontínua, ρ⊣(K) é fehado. Ademais, ρ⊣(K) ⊂ ρ⊣([−j, j]) é limitado. Portanto, ρ⊣(K) é ompato. Assimonluímos que ρ é uma apliação própria.
3 O Teorema do Mergulho de Whitney e sua Demonstração

Teorema 21 (Teorema de Whitney). Toda k−variedade pode ser mergulhada em R
2k+1.

Prova: Tome uma imersão injetora de Xk em R
2k+1, ϕ : Xk → R

2k+1 garantida pelo Teorema 18.Compondo om qualquer difeomor�smo de R
2k+1 em B(0, 1) ⊂ R

2k+1, digamos:
δ : R

2k+1 7−→ B(0, 1)

z 7−→ z

1 + ‖z‖2obtemos uma imersão injetora f = δ ◦ ϕ : Xk → B(0, 1), ou seja, tal que |f(x)| = |δ ◦ ϕ(x)| < 1 para todo
x ∈ Xk.Seja ρ : Xk → R uma função própria garantida pelo Corolário 20, e de�na uma nova imersão injetora:

F : Xk −→ R
2k+2

x 7−→ F (x) = (f(x), ρ(x)).Agora airemos no teorema para R
2k+1 se ompusermos F om uma projeção ortogonal:
π : R2k+2 → H = [{a}]⊥BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



20 O Teorema do Mergulho de Whitneyonde H é o espaço vetorial perpendiular a um vetor unitário adequado a ∈ R
2k+2, que esolheremosposteriormente. Como no teorema anterior, podemos esolher quase que qualquer ponto do ontradomíniopara esta onstrução, pois pelo Teorema de Sard, quase todo ponto do ontradomínio é valor regularde F .Mostraremos que a apliação π ◦ F : Xk → H é, a menos de um isomor�smo, o mergulho prourado.A apliação:

π ◦ F : Xk → Hé uma imersão injetora para quase todo a ∈ S2k+1 devido ao Teorema de Sard, pois F : Xk → R
2k+2 éuma imersão para quase todo a ∈ S2k+1 ⊂ R

2k+2.Assim, podemos tomar um a que não pertene a nenhum dos polos desta esfera, ou seja a 6= (0, . . . , 0,±1).Provaremos que π ◦ F é uma apliação própria por absurdo.A�rmação: Dada qualquer ota c, a�rmamos que existe outro número d tal que o onjunto de pontosem Xk tal que: |π ◦ F (x)| ≤ c está ontido no onjunto dos pontos onde |ρ(x)| ≤ d.Mostraremos que se esta a�rmação for falsa, a será um dos polos da esfera, o que ontrariará a suaesolha.Suponha que a a�rmação seja falsa. Então existe uma sequênia de pontos (xi)i∈N em Xk para a qual
|π ◦ F (xi)| ≤ c mas ρ(xi) → ∞.Lembremos que, por de�nição, para todo z ∈ R

2k+2, o vetor π(z) é aquele ponto em H tal que z−π(z)é múltiplo de a. Então F (xi)− π ◦ F (xi) é um múltiplo de a para ada i, e logo o vetor:
wi =

1

ρ(xi)
[F (xi)− π ◦ F (xi)]também é.Considere o que aontee onforme i→ ∞:

F (xi)

ρ(xi)
=

(

f(xi)

ρ(xi)
, 1

)

→ (0, . . . , 0, 1)porque |f(xi)| < 1 para todo i ∈ N. O quoiente:
π ◦ F (xi)
ρ(xi)tem norma menor ou igual a c

ρ(xi)
, então onverge para zero. Portanto, wi → (0, . . . , 0, 1). Mas ada wi éum múltiplo de a; logo, por ontinuidade, (0, . . . , 0, 1) também é múltiplo de a ∈ S2k+1. Conluímos que

a deve ser ou o polo norte ou o polo sul de S2k+1, o que é um absurdo pois ontraria a esolha de a.A a�rmação, portanto, é verdadeira.Consequentemente, a pré-imagem sob π ◦ F de toda bola fehada em H é subonjunto ompato de
Xk, de modo que π ◦ F é própria. Logo π ◦ F é o mergulho prourado, a menos de um isomor�smo.Logo, qualquer k−variedade pode ser imersa em R

2k+1.
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O Teorema do Mergulho de Whitney 21
Abstract: In this paper we shall present and prove one of the most important results of the Di�erentiableManifolds Theory, Whitney's Embedding Theorem. This theorem asserts that a k−dimensional manifoldan be embedded into the spae R

2k+1. We also shall introdue the neessary onepts to do this, as,e.g., the di�erentiable manifold onept, the proper appliation onept and the notion of an embedding.Herewith we enuniate neessary theorems for its demonstration, as the Sard's Theorem on proving theexistene of one-to-one immersions and the Partition of Unity Theorem needful for proving the existeneof proper appliations.
Keywords: Di�erentiable Manifolds; One-to-one Immersion; Embedding; Whitney's Embedding Theorem;Tangent Bundle; Proper Appliation
Referências Bibliográficas[1℄ Guillemin V.; Pollak A., Di�erential Topology. Englewood Cli�s, New Jersey: Prentie Hall, In.1974. 222p.
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A Distribuição Exponenial, Teoria da Con�abilidade e ApliaçõesLuas Carato Mazzi1Orientador(a): Prof. Dr. José Silvio Govone
Resumo: A Distribuição Exponenial desempenha importante papel na estatístia. Devido sua propriedadede falta de memória,é um modelo de distribuição de probabilidade muito usado na desrição de uma grandelasse de fen�menos e nos assuntos da teoria da on�abilidade, assim omo em problemas de tempo deespera.
Palavras-chave: Distribuição Exponenial; Teoria da Con�abilidade
1 Distribuição Exponencial

Definição 1. Uma variável aleatória ontínua X, que tem todos os valores não-negativos, terá uma dis-tribuição exponenial om parâmetro α > 0, se sua função densidade de probabilidade (f.d.p.) for dadapor:
f(x) =

{

αe−αx, x > 0
0, c.c.

Figura 1.1: Dist. ExponenialNote que f é uma fdp:
• f(x) = αe−αx ≥ 0, ∀x > 0

•
∫ ∞

−∞

f(x)dx =

∫ ∞

0

αe−αxdx = − 1

eαx

∣

∣

∣

∞

0
= 1

1.1 Propriedades da Distribuição ExponencialSeja X uma variável aleatória om distribuição exponenial e parâmetro α > 0 (notação X ∼ E(α)).1. A função de distribuição aumulada resente F de X é dada por:
F (x) = P (X ≤ x) =







∫ x

0

αe−αtdt = 1− e−αx, x ≥ 0

0, c.c.2. O valor esperado de X é:
E(X) =

1

α
.1Bolsista do Programa de Eduação Tutorial (PET) - SESu/MEC23



24 A Distribuição Exponenial, Teoria da Confiabilidade e ApliaçõesDe fato, sabemos que E(X) =

∫ ∞

0

xf(x)dx , então
E(X) =

∫ ∞

0

xαe−αxdx = (−xe−αx)
∣

∣

∣

∞

0
+

∫ ∞

0

1e−αxdx =
1

α
.3. A variânia de X é:

V (X) = E(X2) + [E(X)]2Calulemos E(X2).
E(X2) =

∫ ∞

0

x2f(x)dx =

∫ ∞

0

x2αe−αxdx =
2

α2
.Logo, temos que:

V (X) =
2

α2
− 1

α2
=

1

α2
.4. Uma propriedade importante da distribuição exponenial é a falta de memória, ou seja,

P (X > t+ s|X > s) = P (X > t).De fato,
P (X > t+ s|X > s) =

P (X > t+ s;X > s)

P (X > s)
=

=
P (X > t+ s)

P (X > s)
=

∫ ∞

t+s

αe−αxdx

∫ ∞

s

αe−αxdx

=
e−α(t+s)

e−αs
= e−αt = P (X > t).

2 Aplicações1. O intervalo de tempo, em minutos, entre as emissões onseutivas de uma fonte radioativa é umavariável aleatória om distribuição exponenial, X ∼ E(0, 2). Qual a probabilidade de haver emissão emum intervalo inferior a 2 minutos?
P (X < 2) =

∫ 2

0

βe−βxdx, β = 0, 2.Portanto,
P (X < 2) =

∫ 2

0

0, 2e−0,2xdx = 1− e−0,4.Qual a probabilidade de que o intervalo seja superior a 7 minutos, sabendo que ele é superior a 5minutos?
P (X > 7|X > 5) = P (X > 2) = 1− P (X < 2) = e−0,4.2. Suponhamos que a duração da vida T , em horas, de determinada válvula eletr�nia seja uma variávelaleatória om distribuição exponenial, om parâmetro β. Ou seja,

f(t) =

{

βe−βt, t > 0
0, c.c.Uma máquina que emprega esta válvula usta C1 dólares/hora de funionamento. Enquanto a máquinaestá funionando, um luro de C2 dólares é obtido. Um operador deve ser ontratado para um número deBICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



A Distribuição Exponenial, Teoria da Confiabilidade e Apliações 25horas pré-�xado, H, e reebe um pagamento de C3 dólares/hora. Para qual valor de H, o luro esperadoserá máximo?Iniialmente, obteremos uma expressão para o luro L,
L(T ) =

{

C2H − C1H − C3H, T > H
C2T − C1T − C3H, T ≤ HNote que L é uma variável aleatória, pois é função de T . Calulemos, então, o valor esperado doluro L.

E(L) = H(C2 − C1 − C3)P (T > H)− C3HP (T ≤ H) + (C2 − C1)

∫ H

0

tβe−βtdt =

= H(C2 − C1 − C3)e
−βH − C3H(1− e−βH) + (C2 − C1)[β

−1 − e−βH(β−1 +H)] =

= (C2 − C1)[He
−βH + β−1 − e−βH(β−1 +H)]− C3H =

= (C2 − C1)[β
−1 − β−1e−βH ]− C3H.A �m de obtermos o valor máximo de E(L), derivaremos em relação a H e igualaremos tal derivada azero. Sendo assim, teremos:

dE(L)

dH
= (C2 − C1)e

−βH − C3

dE(L)

dH
= 0 ⇔ (C2 − C1)e

−βH − C3 = 0 ⇔ (C2 − C1)e
−βH = C3 ⇔

⇔ e−βH =
C3

C2 − C1
⇔ ln e−βH = ln

(

C3

C2 − C1

)

⇔ −βH = ln

(

C3

C2 − C1

)

.Portanto,
H = −β−1 ln

(

C3

C2 − C1

)

.A �m de que a solução aima tenha signi�ado, devemos ter H > 0, o que oorre se, e somente se,
0 <

C3

C2 − C1
< 1.O que implia

(C2 − C1) > 0 e (C2 − C1 − C3) > 0.No entanto, a última ondição exige apenas que os dados de usto sejam de tal magnitude que umluro possa ser auferido.Suponha, em partiular, que β = 0, 01 , C1 = R$ 3, 00, C2 = R$ 10, 00 e C3 = R$ 4, 00.Neste aso, H = −100 ln
(

4
7

)

= 55, 9 horas ∼= 56 horas. Portanto, o operador deve ser ontratado para
56 horas, de modo a alançar o máximo luro.
3 Teoria da ConfiabilidadeSuponha que estejamos onsiderando um omponente, o qual é submetido a alguma espéie de �esforço�.Isto pode onstituir uma viga sob uma arga, um dispositivo eletr�nio posto em serviço. Suponha que,para ada um destes omponentes, um estado que denotaremos omo �falha� possa ser de�nido. Dessaforma, a viga de aço pode romper-se ou quebrar, ou o dispositivo eletr�nio pode deixar de funionar.BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



26 A Distribuição Exponenial, Teoria da Confiabilidade e ApliaçõesSe esse omponente for posto sob ondições de esforço, em algum instante espei�ado, digamos t = 0, eobservado até que falhe, a duração até falhar ou duração de vida, T , pode ser onsiderada uma variávelaleatória ontínua om alguma f.d.p. f .
Definição 2. A on�abilidade de um omponente (ou sistema) na époa t, R(t), é de�nida omo R(t) =
P (T > t), onde T é a duração da vida da omponente. R é denominada função de on�abilidade.Além da função de on�abilidade R, outra função desempenha importante papel na desrição dasaraterístias de falhas de uma peça.
Definição 3. A taxa de falhas (instantânea) Z (algumas vezes denominada taxa de riso) assoiada àvariável aleatória T é dada por

Z(t) =
f(t)

1− F (t)
=
f(t)

R(t)
,de�nida para F (t) < 1.

3.1 A Lei de Falhas ExponencialUma das leis de falhas mais importantes é aquela uja duração até falhar é desrita pela distribuiçãoexponenial. Um modo de araterizá-la de forma simples é supor que Z(t) = α (onstante). Umaonsequênia imediata desta hipótese é que a f.d.p. assoiada à duração de falhar T , seja dada por
f(t) = αe−αt, t > 0.A reíproa disto é, também, imediata: Se f tiver a forma aima, R(t) = 1− F (t) = e−αt e, portante,

Z(t) = f(t)
R(t) = α. Deste modo, onluímos o seguinte resultado:

Teorema 4. Seja T , a duração até falhar, uma variável aleatória ontínua, que tome todos os valoresnão-negativos. Então, T terá uma distribuição exponenial se, e somente se, tiver uma taxa de falhasonstante.
Exemplo 5. Se for dado o parâmetro α e R(t) for espei�ada, podemos ahar t, o número de horas, porexemplo, de operação. Desde modo, se α = 0, 01 e R(t) = 0, 9, teremos

0, 9 = e−0,01t.Daí, t = −100 ln(0, 9) = 10, 54 horas. Logo, se ada um de 100 desses omponentes estiver operandodurante 10, 54 horas, aproximadamente 90 não falharão durante aquele período.
4 ConclusãoA distribuição exponenial, uja função densidade de probabilidade é de grande failidade para setrabalhar matematiamente, tem grandes apliações em diversas áreas do onheimento, omo engenharia,biologia, mediina. É muito utilizada em teoria da on�abilidade, análise de sobrevivênia, teoria de�las,et.BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



A Distribuição Exponenial, Teoria da Confiabilidade e Apliações 27
Abstract: The Exponential Distribution has an important funtion in Statistis. Beause of the �memory-lessness� property, this is a model very ommon to desribe a huge lass of phenomenon and to disussabout Reliability Theory.
Keywords: Exponential Distribution; Reliability Theory
Referências Bibliográficas[1℄ Meyer, P.M., Probabilidade - Apliações a Estatístia, Livros Ténios e Cientí�os Ltda., 1981.[2℄ James, B.J., Probabilidade: um Curso em Nível Intermediário, IMPA - CNPq, RJ, 1981.
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O Modelo de Lotka-VolterraMariana Marques1Orientador(a): Profa. Dra. Suzinei Apareida Siqueira Maronato
Resumo: Esse trabalho tem omo objetivo, estudar o modelo de Lotka-Volterra, que se refere ao ompor-tamento de duas espéies de animais que se interagem na forma predador-presa. Veremos a partir destemodelo, a situação em que uma das espéies, no aso o predador, se alimenta de outra, a presa, enquantoesta se alimenta de outro tipo de alimento. Temos omo exemplo leões e veados em uma �oresta fehada:os leões açam os veados, que se alimentam da vegetação da �oresta.
Palavras-chave: Equações Difereniais; Lotka-Volterra
1 IntroduçãoVamos denotar por x e y as populações, respetivamente da presa e do predador, em um instante t.Ao onstruir a interação entre essas duas espéies, fazemos as seguintes hipóteses:1. Na ausênia do predador, a população de presas aumenta a uma taxa proporional à população atual;assim, dx

dt
= ax, a > 0, quando y = 0.2. Na ausênia da presa, o predador é extinto; assim dy

dt
= −cy, c > 0, quando x = 0.3. O número de enontros entre presa e predador é proporional ao produto das duas populações.Cada um desses enontros tende a promover o resimento da população dos predadores e a inibir oresimento da população das presas. Assim, a taxa de resimento da população dos predadores éaumentada por um termo da forma γxy, enquanto a taxa de resimento da população das presas édiminuída por um termo da forma −αxy, onde γ e α são onstantes positivas.Essas hipóteses nos levam às seguintes equações:

dx

dt
= ax− αxy = x(a− αy),

dy

dt
= −cy + γxy = y(−c+ γx). (1.1)As onstantes a, c, α e γ são todas positivas; a e c são as taxas de resimento da população depresas e a taxa de morte da população de predadores, respetivamente, e α e γ são medidas do efeitoda interação entre as duas espéies. As equações do sistema (1.1) são hamadas equações de Lotka-Volterra. Foram desenvolvidas em artigos esritos por Lotka em 1925 e por Volterra em 1926. Emboraessas equações sejam simples, elas araterizam uma grande lasse de problemas. Temos omo objetivoneste trabalho determinar o omportamento qualitativo das soluções do sistema (1.1) para valores iniiaispositivos arbitrários de x e de y.1Bolsista do Programa de Eduação Tutorial (PET) - SESu/MEC29



30 O Modelo de Lotka-Volterra
2 PreliminaresPara estudar o Modelo de Lotka-Volterra alguns resultados são neessários e serão apresentados aseguir:
2.1 Equação Diferencial OrdináriaSejam t um número real, D um subonjunto aberto de R

n+1 e f : D −→ R
n uma função ontínua edenotemos ẋ = dx

dt
. Uma equação diferenial é uma relação da forma

ẋ(t) = f(t, x(t)) ou simplesmente ẋ = f(t, x). (1.2)Dizemos que x é uma solução de (1.2) sobre um intervalo I ⊂ R, se x for uma função ontinuamentedifereniável no intervalo I, (t, x(t)) ∈ D para todo t ∈ I e x satisfaz (1.2) em I.Suponha que (t0, x0) ∈ D. Resolver um problema de valor iniial para a equação (1.2) onsiste emenontrar um intervalo I ontendo t0 e uma solução x de (1.2) satisfazendo x(t0) = x0. Esrevemos esteproblema omo
ẋ(t) = f(t, x(t)), x(t0) = x0, t ∈ I. (1.3)Dizemos que uma função f(t, x) de�nida em D ⊂ R

n+1 é loalmente Lipshitziana em x se para todoonjunto fehado e limitado U ⊂ D, existir K = KU > 0 tal que
|f(t, x)− f(t, y)| ≤ K|x− y|para (t, x), (t, y) em U .Observemos que se f(t, x) for de lasse C1 na segunda variável em D, então f(t, x) é loalmenteLipshitziana relativamente a x.Vamos enuniar os resultados que garantem a existênia e uniidade de solução de (1.2) ujas demons-trações podem ser enontradas em Hale [4℄.

Teorema 1. Se f for ontínua em D, então para todo (t0, x0) ∈ D, existe pelo menos uma solução de(1.2) passando por (t0, x0).
Teorema 2. Se f(t, x) for ontínua em D e loalmente Lipshitziana na variável x, então para todo
(t0, x0) ∈ D, existe uma únia solução x(t, t0, x0) de (1.2) passando por (t0, x0).
2.2 Estabilidade de Ponto de EquilíbrioNesta seção apresentamos oneitos da teoria de estabilidade que onsiste em analisar o omportamentoda solução de uma equação diferenial não linear ẋ = f(x) sem expliitá-la, isto é, a análise é feita apenasonsiderando as hipóteses impostas sobre a função f .Neste estudo, as soluções onstantes da equação desempenham um papel importante pois, estandogarantida a ondição de uniidade de solução para o problema om ondição iniial dada, as demaissoluções devem se aproximar ou se afastar das soluções onstantes, ou até mesmo osilar, mas sem pontosem omum om as soluções onstantes.BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



O Modelo de Lotka-Volterra 31Neste trabalho vamos onsiderar equações aut�nomas, ou seja, da forma
ẋ = f(x) ou ẋ(t) = f(x(t)) (1.4)em que f : Ω −→ R

n é ontínua, Ω um aberto de Rn e f depende somente de x e não depende expliitamenteda variável independente t.Uma propriedade importante desta equação é que, se x(t) for uma solução de (1.4) sobre um intervalo
(a, b), então para algum número real c, a solução y(t) = x(t − c) é uma solução de (1.4) sobre o intervalo
(a+ c, b+ c), isto é,

ẏ(t) = ẋ(t− c) = f(x(t− c)) = f(y(t)).Consequentemente, supondo que temos existênia e uniidade de solução para o problema
ẋ = f(x), x(t0) = x0 (1.5)podemos a�rmar que x(t) é solução de (1.5) se, e somente se, y(t) = x(t+ t0) for solução de
ẋ = f(x), x(0) = x0.Portanto, para equações aut�nomas, podemos onsiderar ondições iniiais omeçando no tempo zero.Uma araterização das soluções onstantes x(t) = x̄ é que f(x̄) = 0 e equivalentemente, se f(x̄) = 0então x(t) = x̄ será uma solução da equação. Neste sentido, temos a seguinte de�nição:

Definição 3. Um ponto x̄ ∈ R
n é hamado ponto de equilíbrio da equação ẋ = f(x) se f(x̄) = 0.A partir dos pontos de equilíbrio da equação, vamos apresentar a de�nição de estabilidade.

Definição 4. Um ponto de equilíbrio x̄ da equação ẋ = f(x) é estável se, para todo ǫ > 0, existir um
δ = δ(ǫ) > 0 tal que, para todo x0 para o qual ||x0 − x̄|| < δ, a solução ϕ(t, x0) de ẋ = f(x) através de x0em t = 0 satisfaz a desigualdade ||ϕ(t, x0)− x̄|| < ǫ, para todo t ≥ 0.Podemos dizer que um ponto de equilíbrio x̄ é estável, se toda solução omeçando perto do ponto deequilíbrio permanee em uma vizinhança de x̄ no deorrer do tempo.Dizemos que um ponto de equilíbrio x̄ é instável se não for estável, ou seja:
Definição 5. Um ponto de equilíbrio x̄ da equação ẋ = f(x) é instável se existir ǫ > 0 tal que, para todo
δ > 0 existem x0 om ||x0 − x̄|| < δ e tx0

> 0 tal que ||ϕ(tx0
, x0)− x̄|| ≥ ǫ.A próxima de�nição diz que uma solução, omeçando próxima de x̄, não apenas permanee próxima,mas aaba tendendo ao ponto de equilíbrio, à medida que o tempo passa.

Definição 6. Um ponto de equilíbrio x̄ da equação ẋ = f(x) é assintotiamente estável se for estável e,além disso, existir um r > 0 tal que lim
t→∞

ϕ(t, x0) = x̄ para todo x0 satisfazendo a desigualdade ||x0−x̄|| < r.BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



32 O Modelo de Lotka-Volterra
2.3 Fórmula da Variação das ConstantesO modelo a ser estudado é um sistema da forma

ẋ = Ax+ g(t), (1.6)que é uma equação diferenial não aut�noma sendo g uma função de lasse C1 e A uma matriz real deordem n. Sendo x(t) uma solução da equação (1.6), onsideremos uma nova variável y(t) dada por
y(t) = e−Atx(t), (1.7)em que eAt é matriz fundamental da equação linear ẋ = Ax. Derivando a equação (1.7) em função de t,temos

ẏ = −Ae−Atx+ e−Atẋ. (1.8)Substituindo a equação (1.6) em (1.8), obtemos
ẏ = e−Atg(t). (1.9)Supondo a ondição iniial x(t0) = x0 para a equação (1.6), temos:

y(t0) = e−At0x0.Integrando a equação (1.9) em ambos os lados no intervalo [t0, t], temos
y(t) = e−At0x0 +

∫ t

t0

e−Asg(s)ds (1.10)e utilizando (1.7), obtemos
x(t) = eA(t−t0)x0 + eAt

∫ t

t0

e−Asg(s)ds. (1.11)A expressão dada por (1.11) é hamada de Fórmula da Varição das Constantes.
2.4 Linearização de Sistemas de Equações DiferenciaisVamos mostrar que, sob ertas ondições, o tipo de estabilidade de um ponto de equilíbrio de umaequação diferenial planar não linear é determinado pela aproximação linear do ampo vetorial f em umavizinhança su�ientemente pequena do ponto de equilíbrio. Enontraremos um sistema linear que, aofazer um estudo dos autovalores da matriz desse sistema, diremos qual é o tipo de estabilidade do pontode equilíbrio para a equação não linear.Consideremos a equação ẋ = f(x), om f = (f1, f2) de lasse C1 e

Df(x) =





∂f1
∂x1

(x) ∂f1
∂x2

(x)

∂f2
∂x1

(x) ∂f2
∂x2

(x)



a matriz Jaobiana de f no ponto x.
Definição 7. Se x̄ for um ponto de equilíbrio para a equação ẋ = f(x), então a equação diferenial linear

ẋ = Df(x̄)xé hamada de equação linear variaional ou a linearização do ampo vetorial f no ponto de equilíbrio x̄.BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



O Modelo de Lotka-Volterra 33De aordo om Hale/Koçak [5℄, para que um ponto de equilíbrio x̄ seja assintotiamente estável paraa equação não linear ẋ = f(x), basta os autovalores da matriz Jaobina Df(x̄) da equação ẋ = Df(x̄)xterem parte real negativa. Antes de enuniar este resultado, vamos demonstrar o seguinte fato:
Lema 8. Seja A uma matriz real de ordem m tal que a parte real do autovalor λj de A, denotada por
R(λj), é negativa para todo autovalor λj . Seja α um número real positivo tal que α < −R(λj), para todo
λj . Então, existe K > 0 tal que ||eAt|| ≤ Ke−αt, para todo t ≥ 0.
Prova: Seja P uma matriz não singular tal que P−1AP = J , onde J é a forma an�nia de Jordan de A.Sabemos que

P−1eAtP = e(P
−1AP )t = eJt, eAt = PeJtP−1, ||eAt|| ≤ ||P || ||P−1|| ||eJt||

||eAt|| ≤
m
∑

j=1

||eλj t|| |pj(t)| =
m
∑

j=1

eR(λj)t|pj(t)|,em que pj(t) são polin�mios. Seja β tal que 0 < α < β < −R(λj) para todo λj , logo R(λj) < −β < −α.Assim,
||eAt|| ≤

m
∑

j=1

eR(λj)t|pj(t)| ≤
m
∑

j=1

e−βt|pj(t)| = e−βtq(t) = e−αte−(β−α)tq(t).Como β − α > 0, existe K > 0 tal que e−(β−α)tq(t) ≤ K, para todo t ≥ 0. Portanto, ||eAt|| ≤ Ke−αt.Pelo lema onluímos que, se R(λj) < 0 para todo autovalor λj de A, então toda solução de ẋ = Ax élimitada no futuro.Observemos que se o ponto de equilíbrio não for a origem, faz-se uma mudança de variável e trabalha-se om um sistema linear em que a origem é ponto de equilíbrio. Através da análise dos autovalores damatriz Df(x̃), temos o tipo de estabilidade do ponto de equilíbrio para a equação linear assoiada que,em geral, se mantém para a equação não linear. A origem do sistema linear pode ser lassi�ado omoatrator, ponto espiral, ponto de sela, ponto modal e entro.Não trataremos desta lassi�ação neste texto, mas enuniamos os seguintes resultados:(i) Se a origem for um atrator para o sistema linear (SL) assoiado, então também o será para o sistemanão linear (SNL).(ii) Se a origem for um ponto espiral para o SL, então também o será para o SNL.(iii) Se a origem for um ponto de sela para o SL, então também o será para o SNL.(iv) Se a origem for um ponto nodal dos tipos A e B (autovalores negativos) para o SL, então também aorigem é ainda um ponto nodal para o SNL.(v) Se a origem for um entro para o SL, então a origem pode ser um entro ou um ponto espiral para oSNL.(vi) Se a origem for um ponto nodal do tipo D (únio autovalor negativo om multipliidade algébria 2)para o SL, então a origem pode ser um nó ou um ponto espiral para o SNL.Será provada apenas uma parte desse resultado a seguir, devido a extensão de sua demonstração, maso restante da prova pode ser enontrado no livro de Coddington [3℄.BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



34 O Modelo de Lotka-Volterra
Teorema 9. Seja f uma função de lasse C1. Se todos os autovalores da matriz Jaobiana Df(x̄) tiveremparte real negativa, então o ponto de equilíbrio x̄ da equação diferenial ẋ = f(x) será assintotiamenteestável.
Prova: Para estudar a estabilidade do ponto de equilíbrio x̄, é onveniente introduzir uma nova variável:

y(t) = x(t) − x̄tal que o ponto de equilíbrio x̄ de ẋ = f(x) orresponda ao ponto de equilíbrio y = 0 da equação diferenial
ẏ = f(y + x̄). (1.12)Usando a Fórmula de Taylor, podemos expandir a função f(y + x̄) na variável y, obtendo

f(y + x̄) = f(x̄) +Df(x̄)y + g(y) (1.13)em que lim
y→0

g(y)

‖y‖ = 0, e omo
g(y) = f(y + x̄)−Df(x̄)ysegue que g(0) = 0 e utilizando as equações (1.12) e (1.13) temos

ẏ = Df(x̄)y + g(y). (1.14)Observamos que y(t) = 0 é solução de (1.14) e, portanto, y = 0 é um ponto de equilíbrio de (1.14), queequivale ao ponto de equilíbrio x̄ de ẋ = f(x). Portanto, provaremos que o ponto de equilíbrio y = 0 de(1.14) é assintotiamente estável.Como g(0) = 0 e utilizando o Teorema do Valor Médio para a função g, temos que, para algum m > 0,existe um ǫ > 0 tal que
||g(y)− g(0)|| ≤ m||y|| se ||y|| < ǫ. (1.15)Retornando à equação diferenial (1.14), seja y(t) solução de (1.14) satisfazendo a ondição iniial

y(0) = y0 que, pela Fórmula da Variação das Constantes é dada por
y(t) = eDf(x̄)ty0 +

∫ t

0

eDf(x̄)(t−s)g(y(s))ds. (1.16)Considerando que as onstantes K e α dadas pelo lema 8, sejam m > 0 tal que que mK < α e ǫ > 0esolhido tal que (1.15) seja satisfeita. Como g(0) = 0, então
||y(t)|| ≤ Ke−αt||y0||+

∫ t

0

Ke−α(t−s)m||y(s)||ds (1.17)om ||y(s)|| < ǫ para 0 ≤ s ≤ t. Multipliando ambos os lados da desigualdade (1.17) por eαt, temos:
eαt||y(t)|| ≤ K||y0||+

∫ t

0

Kmeαs||y(s)||ds. (1.18)Apliando a desigualdade de Gronwall em (1.18), obtemos
eαt||y(t)|| ≤ K||y0||eKmt. (1.19)BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



O Modelo de Lotka-Volterra 35Finalmente, multipliando ambos os lados de (1.19) por e−αt, obtemos a estimativa prourada:
||y(t)|| ≤ K||y0||e−(α−Km)t para ||y(t)|| ≤ ǫ. (1.20)Para terminar a prova, esolha δ > 0 tal que Kδ < ǫ. Se ||y0|| < δ, então a desigualdade (1.20) garanteque ||y(t)|| < ǫ desde que α − Km > 0. Portanto, a solução y(t) existe para todo t ≥ 0 e a soluçãode equilíbrio y = 0 de (1.14) é estável. Também pela desigualdade (1.20), temos que y(t) → 0 quando

t→ +∞ se ||y0|| < δ. Consequentemente, y = 0 é assintotiamente estável.
2.5 O Modelo de Lotka-VolterraO sistema (1.1) pode ser analisado da seguinte maneira:Os pontos rítios são as soluções de x(a−αy) = 0, y(−c+γx) = 0, isto é, os pontos (0, 0) e (c/γ, a/α).Vamos examinar primeiramente as soluções do sistema linear assoiado próximas de ada ponto rítio.Em uma vizinhança da origem, o sistema linear assoiado é:

d

dt

(

x
y

)

=

(

a 0
0 −c

)

.

(

x
y

)

. (1.21)Os autovalores da matriz Jaobiana e os autovetores orrespondentes são:
r1 = a, ξ(1) =

(

1
0

)

; r2 = −c, ξ(2) =
(

0
1

)

, (1.22)de modo que a solução geral de (1.21) é:
(

x
y

)

= c1

(

1
0

)

eat + c2

(

0
1

)

e−ct. (1.23)Como os autovalores apresentam sinais opostos, a origem é um ponto de sela e, portanto, instável parao sistema linear assoiado, em que as trajetórias se afastam de uma vizinhança da origem. Pelo resultadoitado anteriormente, a origem é instável para o sistema não linear (1.1).Vamos onsiderar agora, o ponto rítio (c/γ, a/α). Se x = (c/γ) + u e y = (a/α) + v, então o sistemalinear assoiado é
d

dt

(

u
v

)

=

(

0 −αc/γ
γα 0

)

.

(

u
v

) (1.24)Os autovalores do sistema (1.24) são r = ±i√ac, ou seja, a parte real dos autovalores omplexos é zero,de modo que o ponto rítio é estável para o sistema linear; na verdade ele é um entro. Consequentementeserá um entro ou um ponto espiral para o sistema não linear. Mostraremos que se trata realmente de umentro.Para enontrar as trajetórias do sistema (1.24), usaremos:
dv

du
=
dv/dt

du/dt
= − (γa/α)u

(αc/γ)v
, (1.25)ou

γ2audu+ α2cvdv = 0. (1.26)Em onsequênia,
γ2au2 + α2cv2 = k, (1.27)BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



36 O Modelo de Lotka-Volterraonde k é uma onstante não negativa. Logo, as trajetórias do sistema linear são elipses.Notemos que o sistema (1.1) pode se reduzido a uma únia equação,
dy

dx
=
dy/dt

dx/dt
=
y(−c+ γx)

x(a− αy)
. (1.28)A equação (1.28) é separável e tem solução

a ln y − αy + c lnx− γx = C. (1.29)O grá�o da solução de (1.29) é uma urva fehada em torno do ponto rítio (c/γ, a/α).Uma rítia das equações de Lotka-Volterra é que, na ausênia de predadores, a população de presasaumenta sem limites. Isso pode ser orrigido permitindo-se o efeito natural inibidor que uma populaçãoresente tem sobre a taxa de resimento populaional; por exemplo, a primeira das equações de (1.1)pode ser modi�ada de modo que, quando y = 0, ela se reduza a uma equação logístia para x.Um fen�meno interessante que oorre no modelo predador-presa é que uma retirada uniforme deelementos de ambas as populações, bene�ia as presas. Por exemplo, o biudo (praga de algodão) ea formiga (predadora) onvivem em um sistema predador-presa. Se usarmos um insetiida que mataindisriminadamente tanto os insetos predadores (formigas) omo as presas (biudo), o valor médio dosbiudos deve aumentar.
Abstract: In this work we study the Lotka-Volterra System, using the theory of stability of equilibriumpoints of the system.
Keywords: Di�erential Equations; Lotka-Volterra
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Sobre Estabilidade de Equações DisretasNoemi Correr Stenio1Orientador(a): Profa. Dra. Suzinei Apareida Siqueira Maronato
Resumo: Neste trabalho apresentamos a teoria de estabilidade para equações disretas aut�nomas.
Palavras-chave: Equações disretas; estabilidade; pontos de equilíbrio
1 IntroduçãoEquação Disreta ou Sistema Dinâmio Disreto é uma relação que desreve a evolução de ertosfen�menos ao longo do tempo. Por exemplo, onsiderando o resimento de uma população, o tamanho
xn+1 da geração n+ 1 depende do tamanho xn da geração n, isto é:

xn+1 = f(xn), n ∈ N.Essas equações podem representar modelos matemátios para os quais, iniialmente, identi�amos a situ-ação a ser estudada fazendo suposições sobre ela. Em seguida, riamos um problema matemátio atravésdos dados obtidos de nossas observações, fazemos uma análise desse problema e, en�m, traduzimos essesdados obtidos de aordo om a realidade a �m de entendermos melhor o modelo original.Após enontrarmos uma equação disreta para nosso problema, é natural que tentemos prourar suassoluções. No entanto, nem sempre é possível expliitar essas soluções e, portanto, o estudo da estabilidadede soluções se torna interessante, ou seja, analisa-se qualitativamente o omportamento das soluções, semexpliitá-las.Também, para auxiliar nosso entendimento de estabilidade de equações disretas, apresentaremos aténia das �Teias de Aranha� ou �Cobwebs� .
2 Definições e ResultadosAs equações disretas são de�nidas da seguinte forma:
Definição 1. Dada uma função f : Rn → R

n, uma Equação Disreta Aut�noma é uma relação do tipo
xn+1 = f(xn), n = 0, 1, 2, . . . (1.1)em que f não depende expliitamente de n.A Equação Disreta gera uma sequênia de números (xn) em que ada número depois do primeirose relaiona om o número seguinte através da relação dada. A sequênia (x0, x1, x2, . . .) é hamada desolução de (1.1).A equação disreta (1.1) é dita de primeira ordem quando ada termo da sequênia depende apenasdo termo anterior. Fixando m ∈ Z+, dizemos que um equação disreta é de m-ésima ordem quando1Bolsista PET: SESu/MEC 37



38 Sobre Estabilidade de Equações Disretasada termo depende dos m termos anteriores. Por exemplo, a equação xn+2 = 2xn+1 − xn é de segundaordem pois todo termo depende dos dois anteriores, exeto os dois primeiros termos.O estudo de estabilidade baseia-se em analisar se as soluções da equação disreta se aproximam ouse afastam de alguma solução onstante, ou mesmo se osila em torno dela. As soluções onstantes sãogeradas pelo que hamamos de pontos de equilíbrio.
Definição 2. Um ponto x∗ ∈ R

n é um ponto de equilíbrio de (1.1) se for um ponto �xo de f , isto é, se
f(x∗) = x∗.Observemos que um ponto de equilíbrio x∗ de (1.1), gera uma solução onstante pois x1 = f(x0) =

f(x∗) = x∗, x2 = f(x1) = f(x∗) = x∗. Por indução �nita, temos que xn = x∗, para todo n ∈ N e a soluçãode (1.1), om valor iniial x0 = x∗, é dada por (x∗, x∗, x∗, . . .).Por exemplo, para a equação disreta em R,
xn+1 = rxn + b (1.2)om r, b ∈ R, se r 6= 1 o ponto de equilíbrio de (1.2) é x∗ =

b

1− r
e se r = 1 a equação não apresentapontos de equilíbrio. De fato: seja xk = x∗ (k ∈ N), em que x∗ é ponto de equilíbrio de (1.2). Assim,

x∗ = f(x∗). Sabemos que f(x) = rx+ b, então
x∗ = f(x∗) = rx∗ + b =⇒ x∗ − rx∗ = b =⇒ x∗(1− r) = b.Logo, se r 6= 1, x∗ =
b

1− r
é o únio ponto de equilíbrio da equação.Se r = 1, f(x∗) = x∗ + b e assim

f(x∗) = x∗ =⇒ x∗ + b = x∗ =⇒ b = 0.Contradição, pois b é genério. Portanto, para r = 1 a equação não admite ponto de equilíbrio.Neste trabalho vamos explorar o aso em que f está de�nida em R.O nosso prinipal objetivo om o estudo das equações disretas é analisar o omportamento das soluçõespróximas das soluções onstantes dadas pelos pontos de equilíbrio através da teoria de estabilidade nosentido de Liapunov, ou seja, onforme teoria desenvolvida pelo matemátio russo Aleksandr MijáilovihLiapunov.
Definição 3. (i) O ponto de equilíbrio x∗ de (1.1) é estável se:

∀ε > 0, ∃δ > 0 : |x0 − x∗| < δ ⇒ |xn − x∗| < ε, ∀n > 0.Se x∗ não é estável então o hamamos de instável.(ii) O ponto de equilíbrio x∗ de (1.1) é atrator se:
∃η > 0 : |x0 − x∗| < η ⇒ lim

n→∞
xn = x∗.Se η = ∞, x∗ é hamado de atrator global.(iii) O ponto de equilíbrio x∗ de (1.1) é assintotiamente estável se é estável e atrator.BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



Sobre Estabilidade de Equações Disretas 39Por exemplo, onsiderando a equação disreta xn+1 = rxn + b e sabendo que, para r 6= 1, o ponto deequilíbrio é x∗ =
b

1− r
, temos o seguinte resultado:

Teorema 4. Se |r| < 1, o ponto de equilíbrio de (1.2) é estável e lim
k→∞

xk = x∗, para qualquer valor de x0.Se |r| > 1, x∗ é instável. Quando r = −1, temos um 2-ilo, ou seja, solução do tipo (x0, x1, x0, x1, . . .).Para demonstrar este teorema, neessitamos de alguns resultados preliminares, a saber:1. |xn − x∗| = |r|n|x0 − x∗|, ∀n ∈ N pois, pelo Prinípio da Indução Finita:(i) Para n = 1: |x1 − x∗| = |rx0 + b− x∗| = |rx0 + b− b

1− r
| = |rx0 +

b− br − b

1− r
| = |rx0 −

br

1− r
| =

|r||x0 −
b

1− r
| = |r|1|x0 − x∗|.(ii) Supondo válido o resultado para n = k, isto é, |xk−x∗| = |r|k|x0−x∗|, provemos a validade para

k + 1:
|xk+1−x∗| = |rxk+b−x∗| = |rxk+b−

b

1− r
| = |rxk+

b− br − b

1− r
| = |rxk−

br

1− r
| = |r||xk−

b

1− r
| =

|r||xk − x∗| = |r||r|k|x0 − x∗| = |r|k+1|x0 − x∗|.Por (i) e (ii), temos o resultado.2. |xn − x∗| < |x0 − x∗|, ∀n ∈ N para |r| < 1 pois, utilizando o resultado 1, temos:
|xn − x∗| = |r|n|x0 − x∗| < |x0 − x∗|.Vejamos agora a demonstração do Teorema 4.Se |r| < 1, o ponto de equilíbrio x∗ é estável pois:

∀ε > 0, ∃δ = ε > 0/∀x0 ∈ R, |x0 − x∗| < δ
2.
=⇒ |xn − x∗| < |x0 − x∗| < δ = ε =⇒ |xn − x∗| < ε.Se |r| > 1, |r|n tende a in�nito e, assim, |xn − x∗| tende a in�nito, signi�ando que os termos xn estãose afastando de x∗ e, portanto, x∗ é instável.Se r = −1, temos: xn+2 = −xn+1 + b = −(−xn + b) + b = xn. Então, quando n for par todosos valores de xn serão iguais; oorrerá o mesmo quando n for ímpar. Ou seja: x0 = x2 = x4 = · · · e

x1 = x3 = x5 = · · · e, portanto, temos um 2-ilo.O teorema seguinte apresenta ondições su�ientes para que um ponto de equilíbrio seja estável ounão.
Teorema 5. Seja x∗ um ponto de equilíbrio da equação disreta xn+1 = f(xn) em que f é ontinuamentedifereniável em x∗. Se |f ′(x∗)| < 1, então x∗ é assintotiamente estável; se |f ′(x∗)| > 1, então x∗ éinstável. Caso |f ′(x∗)| = 1, nada se onlui.
Prova: Primeiramente, provaremos a estabilidade assintótia.Suponha que |f ′(x)| < M < 1. Então, existe um intervalo J = (x∗ − γ, x∗ + γ) ontendo x∗ tal que
|f ′(x)| ≤ M < 1 para todo x ∈ J . Caso ontrário, para ada intervalo aberto In = (x∗ − 1

n
, x∗ +

1

n
)existiria um ponto xn ∈ In tal que |f ′(x)| ≥ M . Para n → ∞, xn → x∗. Desde que f ′ é uma funçãoontínua, segue que lim

n→∞
f ′(xn) = f ′(x∗). Consequentemente, M ≤ lim

n→∞
|f ′(xn)| = |f ′(x∗)| < M , o queé uma ontradição. BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



40 Sobre Estabilidade de Equações DisretasPara x0 ∈ J , temos que |x1 − x∗| = |f(x0)− x∗|. Pelo Teorema do Valor Médio, existe ξ entre x0 e x∗tal que |f(x0)− f(x∗)| = |f ′(ξ)||x0 − x∗|. Então, |f(x0)− x∗| ≤M |x0 − x∗| e, por isso:
|x1 − x∗| ≤M |x0 − x∗|.Desde que M < 1, a desigualdade aima mostra que x1 está mais próximo de x∗ do que x0. Consequen-temente, x1 ∈ J . E, por indução, onluímos:

|xn − x∗| ≤Mn|x0 − x∗| < |x0 − x∗| =⇒ xn ∈ J, n ∈ N.Para ε > 0, existe δ =
ε

2M
tal que |x0 − x∗| < δ implia |xn − x∗| < ε, para todo n > 0. Além disso,

lim
n→∞

|xn − x∗| = 0 e, portanto, lim
n→∞

xn = x∗. Logo, x∗ é assintotiamente estável.Para mostrar que x∗ é instável, suponha que |f ′(x∗)| > M > 1. Então, existe um intervalo J =

(x∗ − γ, x∗+ γ) tal que |f ′(x)| ≥M (I), para qualquer x ∈ J . Para x0 ∈ J , pelo Teorema do Valor Médio,existe um α ∈ (x0, x
∗) (ou (x∗, x0)) tal que:

|x1 − x∗| = |f(x0)− f(x∗)| = |f ′(α)||x0 − x∗|
(I)

≥ M |x0 − x∗| > |x0 − x∗|.Por indução: |xk − x∗| ≥Mk|x0 − x∗|.É possível enontrar k0 ∈ N tal que Mk0 |x0 − x∗| > γ. Logo, |xk0 − x∗| > γ.Como |xk − x∗| ≥ Mk|x0 − x∗| e lim
k→∞

Mk|x0 − x∗| = +∞ então lim
k→+∞

|xk − x∗| = +∞ e, assim,
|xk| → +∞. Portanto, x∗ é instável.Para analisar a estabilidade de pontos de equilíbrio da equação xn+1 = f(xn), temos uma téniagrá�a hamada de Teia de Aranha ou Cobweb, que ajuda na visualização do omportamento dassoluções próximas às soluções onstantes dadas pelos pontos de equilíbrio.Para onstruirmos a �Teia de Aranha�, primeiramente desenhamos os grá�os de f e da função iden-tidade no plano (xn, xn+1). Dado um valor iniial x0, queremos enontrar o valor de x1 e, para isso,desenhamos uma linha vertial partindo de x0 até intersetar o grá�o de f no ponto (x0, x1); depois,desenhamos uma linha horizontal partindo do ponto (x0, x1) até intersetar o grá�o da função identidadeno ponto (x1, x1); uma linha vertial partindo do ponto (x1, x1) enontrará o grá�o de f no ponto (x1, x2).Continuando esse proesso, enontramos xn para todo n ∈ N

∗.Considere a equação disreta xn+1 = rxn + b. Calulando o ponto de interseção dos grá�os de
f(x) = rx+ b e da função identidade f(x) = x, enontramos o ponto de equilíbrio dessa equação. De fato,para r 6= 1:

f(xn) = xn =⇒ xn = rxn + b =⇒ (1− r)xn = b =⇒ xn =
b

1− r
.Apliando a ténia da �Teia de Aranha�, para r = 2 e b = 1 temos o diagrama seguinte, no qualobservamos que os pontos de uma solução genéria da equação disreta afastam-se do ponto de equilíbrio

x∗ = −1 tendendo ao in�nito:BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



Sobre Estabilidade de Equações Disretas 41

Podemos onluir que o ponto de equilíbrio é instável, também pelo Teorema 4, pois |r| = 2 > 1.Considerando a equação disreta xn+1 = 1.5xn − 0.5x2n ujos pontos de equilíbrio são x∗0 = 0 e
x∗1 = 1, a função envolvida é f(x) = 1.5x − 0.5x2 e seu grá�o é uma parábola. Para apliar a téniagrá�a, proedemos do mesmo modo que o aso anterior: desenhamos os grá�os da parábola e da funçãoidentidade e seguimos os passos da onstrução da �Teia de Aranha�:

Observamos que os pontos da solução se afastam do ponto de equilíbrio x∗0 = 0 e se aproximam de x∗1 = 1.Como f é uma função quadrátia, ela é ontinuamente difereniável. Portanto, pelo Teorema 5, podemosonluir que x∗ = 0 é instável pois |f ′(0)| > 1 e que x∗ = 1 é assintotiamente estável pois |f ′(1)| < 1.
3 AplicaçãoPara ilustrar a teoria apresentada, vamos assumir que uma pessoa tome uma pílula ontendo 200mgde um remédio a ada 4 horas, que a droga vá para a orrente sanguínea imediatamente e que, a ada 4horas, o orpo elimina 20% da droga que está em sua orrente sanguínea.No instante iniial n = 0, a quantidade de droga no sangue é x0 = 200. Após 4 horas (n = 1),a pessoa terá x1 = x0 − 0.2x0 = 0.8x0 no sangue. No instante n = 2, a quantidade de droga seráBICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



42 Sobre Estabilidade de Equações Disretas
x2 = x1 − 0.2x1 = 0.8x1 e assim por diante. Logo, obtemos a seguinte equação disreta para nossoproblema:

xn+1 = 0.8xn, n = 0, 1, 2, . . .Failmente enontramos que o únio ponto de equilíbrio da equação é x∗ = 0. Analisando a estabilidadede x∗ = 0 pelo Teorema 4, temos que o ponto de equilíbrio é assintotiamente estável pois |r| = |0.8| < 1.

A �Teia de Aranha� aima ajuda-nos a visualizar que todas a soluções de nossa equação disretaaproximam-se da solução onstante dada pelo ponto de equilíbrio x∗ = 0 om o passar do tempo. Ou seja,a quantidade de droga na orrente sanguínea tende a zero om o passar do tempo.
Abstract: In this work we present stability theory for autonomous disrete equations.
Keywords: Disrete Equations; Stability; Equilibrium Points
Referências Bibliográficas[1℄ Sandefur, J.T., Disrete Dynamial Systems - Theory and Appliations, Oxford: Claredon Press,1990.[2℄ Elaydi, R.L., An Introdution to Di�erene Equations. New York: Springer, 2005.
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O Teorema de Euler-Poinaré na Classi�ação dos PoliedrosRegularesRenan Eduardo Fornaziero1Orientador(a): Prof. Dr. Thiago de Melo
Resumo: Neste trabalho mostraremos que existem apenas ino poliedros regulares através da TopologiaAlgébria. Para isso, faremos uso da Homologia Simpliial e do Teorema de Euler-Poinaré, que relaionao número de p-simplexos de um omplexo simpliial om os números de Betti deste omplexo.
Palavras-chave: homologia simpliial; araterístia de Euler; poliedros regulares
1 Simplexos e complexos geométricos

Definição 1. Um onjunto A = {a0, a1, . . . , an} de pontos do R
n é geometriamente independente se paraquaisquer ti reais,

n
∑

i=0

ti = 0 e

n
∑

i=0

tiai = 0impliam t0 = t1 = · · · = tn = 0.
Definição 2. Seja {a0, . . . , ak} um onjunto de pontos geometriamente independentes de Rn. O simplexogeométrio de dimensão k ou k-simplexo, σk, gerado por {a0, . . . , ak} é o onjunto de todos os pontos xde R

n para os quais existem números reais não-negativos λ0, . . . , λk tais que
x =

k
∑

i=0

λiai,
k
∑

i=0

λi = 1.Os números λ0, . . . , λk são as oordenadas bariêntrias do ponto x. Os pontos a0, . . . , ak são os vértiesde σk. O onjunto de todos os pontos x em σk om todas as oordenadas bariêntrias positivas é hamadode k-simplexo geométrio aberto gerado por {a0, . . . , ak}.
Definição 3. Um simplexo σk é uma fae de um simplexo σn, k ≤ n, se ada vértie de σk é um vértiede σn. As faes de σn diferentes do próprio σn são hamadas faes próprias.Dois simplexos σm e σn estão propriamente unidos se não há interseção entre eles, ou se a interseção
σm ∩ σn é fae de ambos.
Definição 4. Um omplexo geométrio (ou omplexo simpliial, ou omplexo) é uma família �nita Kde simplexos geométrios que estão propriamente unidos e tem a propriedade de que ada fae de umelemento de K é também um elemento de K. A dimensão de K é o maior inteiro positivo r tal que Kpossui um r-simplexo. A união dos elementos de K, om a topologia de subespaço Eulidiano, é denotadapor |K| e hamada de realização de K ou poliedro assoiado a K.1FAPESP 2010/18926-9 43



44 O Teorema de Euler-Poinaré na Classifiação dos Poliedros Regulares
Definição 5. Um n-simplexo orientado, n ≥ 1, é obtido de um n-simplexo σn = 〈a1 . . . an〉 determinando-se uma ordem para seus vérties. A lasse de equivalênia das permutações pares da ordem esolhidadetermina o simplexo positivamente orientado+σn, enquanto que a lasse de equivalênia das permutaçõesímpares determina o simplexo negativamente orientado −σn. Um omplexo geométrio orientado é obtidode um omplexo geométrio assumindo uma orientação para ada um de seus simplexos.Se os vérties a0, a1, . . . , ap de um omplexo K são os vérties de um p-simplexo σp, então +〈a0 . . . ap〉denota a lasse das permutações pares a partir da ordem a0, . . . , ap, e −〈a0 . . . ap〉 denota a lasse daspermutações ímpares.Como a ordenação dos vérties requer dois ou mais vérties, não nos preoupamos em orientar 0-simplexos. Porém, é onveniente onsiderar um 0-simplexo 〈a0〉 omo orientado positivamente.Por exemplo, onsideremos 2-simplexo σ2 = 〈a0a1a2〉 om a ordem a0 < a1 < a2. Então, 〈a0a1a2〉,
〈a1a2a0〉 e 〈a2a0a1〉 denotam +σ2, enquanto que 〈a0a2a1〉, 〈a2a1a0〉 e 〈a1a0a2〉 denotam −σ2.
Definição 6. SejaK um omplexo geométrio orientado om simplexos σp+1 e σp, ujas dimensões diferemde 1. Assoiamos a ada par (σp+1, σp) um número de inidênia [σp+1, σp] de�nido da seguinte forma:se σp não é uma fae de σp+1, então [σp+1, σp] = 0. Suponha que σp seja uma fae de σp+1. Nomeie osvérties a0, a1, . . . , ap de σp de forma que +σp = +〈a0 . . . ap〉. Seja v o vértie de σp+1 que não está em σp.Então, +σp+1 = ±〈va0 . . . ap〉. Se +σp+1 = +〈va0 . . . ap〉, então [σp+1, σp] = 1. Se +σp+1 = −〈va0 . . . ap〉,então [σp+1, σp] = −1.
Definição 7. Seja X um espaço topológio. Se existe um omplexo geométrio K uja realização |K| éhomeomorfa a X , então X é um espaço triangularizável e o omplexo K é hamado triangulação de X .
Definição 8. Em um omplexo orientado K, sejam {σpi }

αp

i=1 e {σp+1
i }αp+1

i=1 os p-simplexos and (p + 1)-simplexos de K, onde αp e αp+1 denotam o número de simplexos de dimensão p e p+1, respetivamente.A matriz
η(p) = (ηij(p)),onde ηij(p) = [σp+1

i , σpj ], é hamada de p-ésima matriz de inidênia de K.
2 Cadeias, ciclos e bordos

Definição 9. SejaK um omplexo simpliial orientado. Se p é um inteiro positivo, uma adeia de dimensão
p, ou p-adeia, é uma função cp da família de p-simplexos orientados de K nos inteiros tal que, para ada
p-simplexo σp, cp(−σp) = −cp(+σp). Uma 0-adeia é uma função dos 0-simplexos de K nos inteiros. ComBICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



O Teorema de Euler-Poinaré na Classifiação dos Poliedros Regulares 45a operação de adição induzida dos inteiros, a família de p-adeias forma um grupo, que é denotado por
Cp(K).Uma p-adeia elementar é uma p-adeia cp para a qual existe um p-simplexo σp tal que cp(τp) = 0para todo p-simplexo τp distinto de σp. Tal p-adeia elementar é denotada por gσp, onde g = cp(+σ

p).Com essa notação, uma p-adeia arbitrária dp pode ser expressa omo a soma �nita
dp =

∑

giσ
p
ide p-adeias elementares, onde o índie i perorre todos os p-simplexos de K.

Definição 10. Se gσp é uma p-adeia elementar om p ≥ 1, o bordo de gσp, denotado por ∂(gσp), éde�nido por
∂(gσp) =

∑

[σp, σp−1
i ]gσp−1

i , σp−1
i ∈ K.O operador bordo ∂ é extendido por linearidade a um homomor�smo

∂ : Cp(K) → Cp−1(K).Em outras palavras, se cp =∑ giσ
p
i é uma p-adeia arbitrária, então de�nimos

∂(cp) =
∑

∂(giσ
p
i ).O bordo de uma 0-adeia é de�nido omo zero.

Definição 11. Seja K um omplexo orientado. Se p é um inteiro positivo, um ilo de dimensão p em K,ou p-ilo, é uma p-adeia zp tal que ∂(zp) = 0. A família de p-ilos é o núleo do homomor�smo ∂ eé um subgrupo de Cp(K), denotado por Zp(K). Como o bordo de toda 0-adeia foi de�nido omo zero,de�nimos um 0-ilo de maneira análoga.Se p ≥ 0, uma p-adeia bp é um bordo de dimensão p em K, ou p-bordo, se existe uma (p+ 1)-adeia
cp+1 tal que ∂(cp+1) = bp. A família de p-bordos é a imagem do homomor�smo ∂ e é um subgrupo de
Cp(K), denotado por Bp(K).Se n é a dimensão de K, então não existem p-adeias em K para p > n. Neste aso, dizemos que
Cp(K) é o grupo trivial {0}. Em partiular, não existem (n + 1)-adeias em K. Assim, Cn+1(K) = {0}e, portanto, Bn(K) = {0}.
3 Grupo de homologia

Definição 12. Dois p-ilos wp e zp em um omplexo K são homólogos, denotado por wp ∼ zp, se existeuma (p+ 1)-adeia cp+1 tal que
∂(cp+1) = wp − zp.Em outras palavras, se a diferença wp − zp ∈ Bp(K).Se um p-ilo tp é o bordo de uma (p + 1)-adeia, dizemos que tp é homólogo ao zero, e denotamos

tp ∼ 0. BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



46 O Teorema de Euler-Poinaré na Classifiação dos Poliedros RegularesEssa relação de homologia para p-ilos é uma relação de equivalênia. De fato, sejam wp, tp e zp
p-ilos. Então,

• wp ∼ wp se existe uma (p+ 1)-adeia cp+1 tal que ∂(cp+1) = wp − wp = 0. Basta tomar cp+1 = 0.
• Se wp ∼ tp, então existe uma adeia cp+1 tal que ∂(cp+1) = wp − tp. Logo, onsiderando a adeia
−cp+1, temos que ∂(−cp+1) = −∂(cp+1) = tp − wp. Portanto, tp ∼ wp.

• Se wp ∼ tp e tp ∼ zp, exitem adeias cp+1 e c′p+1 tais que ∂(cp+1) = wp − tp e ∂(c′p+1) = tp − zp.Considerando a adeia cp+1+ c
′
p+1, temos que ∂(cp+1+ c

′
p+1) = ∂(cp+1)+∂(c

′
p+1) = (wp− tp)+ (tp−

zp) = wp − zp. Portanto, wp ∼ zp.Essa relação partiiona Zp(K) em lasses de homologia
[zp] = {wp ∈ Zp(K) : wp ∼ zp}.A lasse de homologia [zp] é a lasse lateral

zp +Bp(K) = {zp + ∂(cp+1) : ∂(cp+1) ∈ Bp(K)}.Assim, as lasses de homologia são membros do grupo quoiente Zp(K)/Bp(K).
Definição 13. Se K é um omplexo orientado e p um inteiro não negativo, o grupo de homologia dedimensão p de K é o grupo quoiente

Hp(K) = Zp(K)/Bp(K).

4 O teorema de Euler-Poincaré e os poliedros regulares

Definição 14. Seja K um omplexo orientado. Uma família {z1p, . . . , zrp} de p-ilos é linearmente inde-pendente om respeito a homologia, ou linearmente independente mod Bp(K), se não existem inteiros
g1, . . . , gr não todos nulos tais que a adeia ∑ giz

i
p é homóloga ao 0. O maior inteiro r para o qual exis-tem r p-ilos linearmente independentes om respeito a homologia é denotado por Rp(K) e hamado de

p-ésimo número de Betti do omplexo K.No teorema a seguir, assumiremos que o grupo de oe�ientes foi esolhido omo sendo os raionais enão mais os inteiros.
Teorema 15 (Teorema de Euler-Poincaré). Seja K um omplexo geométrio orientado de dimensão n e,para p = 0, 1, . . . , n, αp denotando o número de p-simplexos de K. Então,

n
∑

p=0

(−1)pαp =

n
∑

p=0

(−1)pRp(K),onde Rp(K) denota o p-ésimo número de Betti de K.
Prova: Como K é o únio omplexo em questão, a notação será simpli�ada omitindo-se referênia a elenas notações de grupo. Note que Cp, Zp e Bp são espaços vetoriais sobre os raionais.BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



O Teorema de Euler-Poinaré na Classifiação dos Poliedros Regulares 47Seja {dip} o onjunto maximal de p-adeias tais que nenhuma ombinação linear própria de dip é umilo, e seja Dp o subespaço linear de Cp gerado por {dip}. Então, Dp ∩ Zp = {0} e, daí, Cp = Zp ⊕Dp.Então,
αp = dimCp = dimDp + dimZp,

dimZp = αp − dimDp, 1 ≤ p ≤ n.Para p = 0, . . . , n − 1, seja bip = ∂(dip+1). O onjunto {bip} forma uma base para Bp. Seja {zip},
i = 1, . . . , Rp o onjunto maximal de p-ilos linearmente independentes mod Bp. Esses ilos geram umsubespaço Gp de Zp, e

Zp = Gp ⊕Bp 0 ≤ p ≤ n− 1.Então,
dimZp = dimGp + dimBp = Rp + dimBp,uma vez que Rp = dimGp. Logo,

Rp = dimZp − dimBp = αp − dimDp − dimBp, 1 ≤ p ≤ n− 1.Observe que Bp é gerado pelos bordos de adeias elementares
∂(1σp+1

i ) =
∑

ηij(p)σ
p
j ,onde (ηij(p)) = η(p) é a p-ésima matriz de inidênia. Então, dimBp = rank η(p). Como o número de

dip+1 é o mesmo que bip, então
dimDp+1 = dimBp = rank η(p), 1 ≤ p ≤ n− 1.Logo,

Rp = αp − dimDp − dimBp = αp − rank η(p− 1)− rank η(p), 1 ≤ p ≤ n− 1.Note também que
R0 = dimZ0 − dimB0 = α0 − rank η(0),

Rn = dimZn = αn − dimDn = αn − rank η(n− 1).Na soma alternada∑n
p=0 (−1)pRp todos os termos rank η(p) anelam e temos

n
∑

p=0

(−1)pRp =
n
∑

p=0

(−1)pαp.

Definição 16. Se K é um omplexo de dimensão n, o número
χ(K) =

n
∑

p=0

(−1)pRpé hamado de araterístia de Euler de K. BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



48 O Teorema de Euler-Poinaré na Classifiação dos Poliedros Regulares
Definição 17. Um poliedro retilíneo em R

3 é um sólido limitado por polígonos onvexos propriamenteunidos. Os polígonos limitantes são hamados faes, as interseções das faes são hamadas arestas e asinterseções das arestas são hamadas de vérties.Um poliedro simples é um poliedro retilíneo ujo bordo é homeomorfo a 2-esfera S2.Um poliedro regular é um poliedro retilíneo ujas faes são polígonos planos regulares e ujos ângulospoliedrais são ongruentes.Para a demonstração do próximo teorema, utilizaremos os números de Betti da S2 que são
R0(S

2) = 1, R1(S
2) = 0, R2(S

2) = 1,pois H0(S
2) = H2(S

2) = Z e H1(S
2) = 0.Então, a araterístia de Euler da S2 é

χ(S2) =
2
∑

p=0

(−1)pRp(S
2) = 1− 0 + 1 = 2.

Teorema 18 (Teorema de Euler). Se S é um poliedro simples om V vérties, E arestas e F faes, então
V − E + F = 2.
Prova: Como as faes de S não são neessariamente triangulares, podemos orrigir isso da seguinte ma-neira: onsidere uma fae τ de S tendo n0 vérties e n1 arestas. Calulando vérties − arestas + faestemos n0 − n1 + 1 para ada fae τ . Esolha um novo vértie v no interior de τ e ligue o novo vértie aada um dos vérties originais por um segmento de reta. Na triangulação de τ 1 novo vértie e n0 novasarestas são adiionados. Assim, uma fae τ é substituída por n0 novas faes.

τ τ trianguladaEntão, vérties − arestas + faes = (n0 + 1)− (n1 + n0) + n0 = n0 − n1 + 1,e a soma V − E + F não é alterada no proesso de triangulação.Seja αi, i = 0, 1, 2, o número de i-simplexos na triangulação de S obtida dessa forma. Então,
V − E + F = α0 − α1 + α2.Pelo teorema de Euler-Poinaré, temos

α0 − α1 + α2 = R0(S
2)−R1(S

2) +R2(S
2) = 2Logo,

V − E + F = 2,para qualquer poliedro simples.BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



O Teorema de Euler-Poinaré na Classifiação dos Poliedros Regulares 49
Teorema 19. Existem somente ino poliedros simples regulares.
Prova: Suponha que S seja um poliedro om V vérties, E arestas e F faes. Seja m o número de arestasse enontrando em ada vértie e n o número de arestas de ada fae. Note que n ≥ 3. Então,

mV = 2E = nF,

V − E + F = 2.Assim,
nF

m
− nF

2
+ F = 2.Logo,

F (2n−mn+ 2m) = 4m,e devemos ter
2n−mn+ 2m > 0.Como n ≥ 3, temos

2m > n(m− 2) ≥ 3(m− 2) = 3m− 6,donde m < 6.Assim, a relação
F (2n−mn+ 2m) = 4m, n ≥ 3,m < 6nos dá os seguintes valores para (m,n, F ):

(a) (3, 3, 4), (b) (3, 4, 6), (c) (4, 3, 8), (d) (3, 5, 12), (e) (5, 3, 20).Por exemplo, m = 4 nos dá
F (8− 2n) = 16,donde F = 8 e n = 3.As ino possibilidades para (m,n, F ) são, por sua vez, o tetraedro, o ubo, o otaedro, o dodeaedroe o iosaedro.

BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



50 O Teorema de Euler-Poinaré na Classifiação dos Poliedros Regulares
Abstract: In this work we prove that are only �ve regular polyhedra by means of Algebrai Topology. Weuse Simpliial Homology and the Euler-Poinaré Theorem that give us a relation between the number of
p-simplexes in a simpliial omplex and the Betti number of this omplex.
Keywords: simpliial homology; Euler's harateristi; regular polyhedra
Referências Bibliográficas[1℄ Croom, F.H., Basi Conepts of Algebrai Topology, Springer-Verlag, 1978.[2℄ Hather, A., Algebrai Topology, Cambridge University Press, 2002.[3℄ Munkres, J.R., Elements of Algebrai Topology, The Benjamin/Cummings Publishing Company, In.1984.
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R, AxiomatiamenteValterlan Atanasio de SouzaOrientador(a): Prof. Dr. Vanderlei Maros do Nasimento
Resumo: Do ponto de vista axiomátio, várias são as possibilidades para se araterizar aquilo que dese-jamos entender por orpo dos números reais. Neste trabalho são apresentadas dez possíveis esolhas deaxioma.
Palavras-chave: Corpos ordenados; ordem arquimediana; sequênias
1 IntroduçãoEm [4℄, nas onsiderações �nais, está dito que são equivalentes nove entre as dez a�rmações queapresentamos abaixo. Considerando que algumas onsequênias do axioma do supremo são bastanteonheidas, podemos dizer que algumas das equivalênias que demonstraremos já foram demonstradasem [4℄ a partir de suas equivalênias om o axioma do supremo. No entanto, o papel da propriedadearquimediana não está laro em [4℄. Fiamos motivados a larear mais essas idéias e preferimos busaruma demonstração das equivalênias numa forma ília.
2 Preliminares

2.1 Corpo OrdenadoSeja (K,+, ·) um orpo.
Teorema 1. (I) Existe uma ordem total em K, esrita �<�, tal quei) a < b⇒ a+ c < b+ c para todo c ∈ K.ii) a < b⇒ a · c < b · c sempre que c ∈ K e 0 < c.(II) Existe um subonjunto P ⊂ K tal quei) a+ b ∈ P e a.b ∈ P para todo a, b ∈ P .ii) Dado a ∈ K, exatamente uma das três alternativas seguintes oorre: ou a = 0 ou a ∈ P ou a ∈ −P .Omitiremos os detalhes da demonstração; apenas observamos que para (I) ⇒ (II) toma-se P = {x ∈
K; 0 < x}, enquanto que para (II) ⇒ (I) toma-se a < b quando, e somente quando, existe r ∈ K tal que
b = a+ r.
Definição 2. Um orpo ordenado é um orpo (K,+, ·) em que (I) ou (II) aontee.
Observação 3. Em um orpo ordenado K onsidera-se as de�nições dos vários tipos de intervalo, emompleta analogia om as de�nições usuais que leitor onsidera em seu suposto onheido R.51



52 R, AxiomatiamenteObservação: Como a unidade de todo orpo ordenado satisfaz 0 < 1, temos 1 < 1+1 < 1+1+1 < · · · eo subonjunto de K formados por esses elementos é, portanto in�nito. Mais preisamente, vamos mostraromo se pode onsiderar o onjunto N, dos números naturais, naturalmente em K.Temporariamente, indiquemos por 1′ o elemento unidade do orpoK. De�nimos uma função f : N → Kpondo f(1) = 1′, f(2) = 1′ + 1′, et. A maneira orreta de de�nir f é por indução: f(1) = 1′ e
f(m+ 1) = f(m) + 1′. Por indução veri�a-se que f(m+ n) = f(m) + f(n) e que (omo todos os valores
f(n) são positivos) m < p⇒ f(m) < f(p). Assim, a função f : N → K de�ne uma bijeção do onjunto Ndos números naturais sobre um onjunto N

′ = f(N), formado pelos elementos 1′, 1′ + 1′, 1′ + 1′ + 1′, et.Identi�a-se N
′ omo N e onsidera os números naturais ontidos em K. Temos então N ⊂ K e voltamosa esrever 1, em vez de 1′.Alternativamente, poderíamos de�nir N ⊂ K omo sendo

N =
⋂

S⊂K

S,om 1 ∈ S e S um subonjunto indutivo, onde S ser indutivo signi�a que x ∈ S então x+ 1 ∈ S.
Proposição 4. Num orpo ordenado K, as seguintes a�rmações são equivalentes:(i) N ⊂ K é ilimitado superiormente.(ii) Sendo X = { 1

n
;n ∈ N}, zero é o ín�mo do onjunto X.(iii) Dados a, b ∈ K, om a > 0, existe n ∈ N tal que n · a > b.Omitiremos a demonstração, ver referênia [2℄. As a�rmações aima araterizam o que se hama umorpo ordenado arquimediano.

3 Os Axiomas

Teorema 5. Dizendo respeito a um orpo ordenado K, são equivalentes as seguintes a�rmações.1. Todo obertura de um intervalo fehado em K por intervalos abertos tem subobertura �nita.2. Seja F um onjunto fehado e limitado de K. Toda obertura de F por abertos admite uma subo-bertura �nita. (Outra forma de se dizer: todo subonjunto fehado e limitado de K é ompato.).3. Todo sobonjunto limitado e in�nito de K possui ponto de aumulação.4. Toda sequênia limitada de K possui subsequênia onvergente.5. i) K é sequenialmente ompleto, isto é, toda sequênia de Cauhy é onvergente.ii) K é arquimediano6. Toda sequênia monótona e limitada é onvergente.7. i) Toda sequênia de intervalos enaixantes em K tem interseção não vazia.ii) K é arquimediano.8. K é Conexo.9. Todo subonjunto fehado e limitado não vazio de K possui máximo e mínimo.BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



R, Axiomatiamente 5310. Todo subonjunto de K não vazio e limitado superiormente tem supremo.
Prova (1) ⇒ (2): Seja F um onjunto qualquer fehado e limitado de K. Sendo F fehado, A = K − F éaberto. E sendo F limitado, existe um intervalo limitado [a, b] que ontém F . Dada (Aλ)λ∈L uma famíliade abertos tais que

F ⊂
(

⋃

λ∈L

Aλ

)

, tem-se F ⊂ [a, b] ⊂
(

⋃

λ∈L

Aλ

)

∪ A.Agora, pela de�nição de onjunto aberto, temos que adaAλ bem omo A são uniões de intervalosabertos, digamos
Aλ =

⋃

j∈Aλ

Iλj e A =
⋃

j∈A

Ij .Então,
F ⊂ [a, b] ⊂

⋃

j∈Aλ

Iλj
⋃

j∈A

Ij , λ ∈ Lfornee um obertura de [a, b] por intervalos abertos. Tendo (1) omo hipótese, podemos tomar umasubobertura �nita de [a, b]

[a, b] =

n
⋃

i=1

Iλi

ji

m
⋃

j=1

Ij .Como
Iλi

ji
⊂ Aλi

e Ij ⊂ A, temos
F ⊂ [a, b] ⊂ Aλ1

∪ Aλ2
∪ · · · ∪ Aλn

∪A.E, omo nenhum ponto de F está em A, temos F ⊂ Aλ1
∪ Aλ2

∪ · · · ∪ Aλn
.

Prova (2) ⇒ (3): Seja X ⊂ K um subonjunto limitado e in�nito sem ponto de aumulação em K. Como
X é limitado existe um onjunto [a, b] tal que X ⊂ [a, b]. Se X não tem ponto de aumulação, então paraada x ∈ [a, b], existe um aberto Ix, ontendo x, que não ontém ponto de X − {x}. Em outras palavrastemos Ix ∩X = {x} se x ∈ X e Ix ∩X = ∅ se x /∈ X .Isto nos fornee uma obertura aberta [a, b] ⊂ ⋃x∈L Ix da qual, por (2), podemos extrair uma subo-bertura �nita [a, b] ⊂ Ix1

∪ Ix2
∪ · · · ∪ Ixn

. Em partiular essa reunião �nita ontém X .Para ada x ∈ X , o únio intervalo original que ontinha x era o próprio Ix. Segue então que para ada
x ∈ X , Ix ⊂ Ix1

∪ Ix2
∪ · · · ∪ Ixn

. Logo X é �nito. Assim, supondo que K umpre a ondição (2), osúnios subonjuntos de K que não possuem pontos de aumulação em K são os �nitos.
Prova (3) ⇒ (4): Dada uma sequênia de pontos xn ∈ K, há duas possibilidades: ou o onjunto X =

{x1, x2, . . . , xn, . . .} é �nito ou é in�nito. No primeiro aso, algum valor xn1
= xn2

= . . . deve repetir-se uma in�nidade de vezes, o que nos dá uma sequênia onstante e, portanto, onvergente de (xn).No segundo aso, a hipótese (3) nos dá a ∈ K um ponto de aumulação de X , ou seja, todo intervaloaberto (a − ǫ, a + ǫ) ontém uma in�nidade de pontos de X , e portanto, ontém termos xn om índiesarbitrariamente grandes; assim a é limite de uma subsequênia de (xn).BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011
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Prova (4) ⇒ (5): Mostremos primeiro o item i). Devemos mostrar que toda sequênia de Cauhy em K éonvergente. Para isso mostremos que:(I) Toda sequênia de Cauhy é limitada. De fato, seja (xn) uma sequênia de Cauhy. Logo, tomando
ǫ = 1 > 0, existe n0 ∈ N tal que m,n > n0 ⇒ |xn − xm| < 1.Em partiular, temos n > x0 ⇒ |xn − xn0+1| < 1 ⇔ xn0+1 − 1 < xn < xn0+1 + 1. Assim, tomando

m = min{x1, x2, . . . , xn0
, xn0+1 − 1}, M = max{x1, x2, . . . , xn0

, xn0+1 + 1}obtemos, m ≤ xn ≤M , omo queriamos.(II) Como (xn) é limitada, por (4) temos que (xn) possui uma subsequênia onvergente, digamos queessa subsequênia onverge para a ∈ K. Mas se uma sequênia de Cauhy (xn) possui uma subsequênia
(xnk

) onvergindo para a ∈ K então lim xn = a.Com efeito, omo (xn) é uma sequênia de Cauhy, dado ǫ ∈ K, ǫ > 0, existe n1 ∈ N tal que n,m >

n1 ⇒ |xn − xm| < ǫ
2 . E omo limxnk

= a, temos que, existe n2 ∈ N tal que nk > n2 ⇒ |xnk
− a| < ǫ

2 .Tomando n0 = max{n1, n2} e nk0 > n0, temos que
n > n0 ⇒ |xn − a| = |xn − xnk0

+ xnk0
− a| ≤ |xn − xnk0

|+ |xnk0
− a| < ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ,omo queríamos.Mostremos agora ii). Se K não fosse arquimediano então a sequênia {n;n ∈ N} ⊂ K seria limitadae, por hipótese, possuiria uma subsequênia {nl; l ∈ N

′}, onde N
′ = {n1 < n2 < · · · < nl < · · · },onvergente, digamos para L. Então dado ǫ = 1

2 existiria N0 tal que nl > N0 ⇒ |xnl
−L| < ǫ

2 e, portanto,
|xnl1

− xnl2
| < |xnl1

− L|+ |xnl2
− L| < ǫ para nl1 , nl2 > N0.Como, no aso presente, xnl
= nl teríamos |xnl1

− xnl2
| = |nl1 − nl2 | ≥ 1. Absurdo. Portando K éarquimediano.

Prova (5) ⇒ (6): Seja (xn) uma sequênia monótona, digamos não-deresente, e limitada, digamos |(xn)| ≤
M , mas que não é de Cauhy. Então existe ǫ > 0 tal que para ada N0 tem-se m0 > n0 > N0 om
xm0

− xn0
≥ ǫ.Para esse m0, tem-se m1 > n1 > m0 om xm1

− xn1
> ǫ. Prosseguindo desse modo, para todo

l ∈ N existem ml > nl > ml−1 tais que xml
− xnl

> ǫ. Assim, omo (xn) é não-deresente, temos
xml

− xn0
= (xm0

− xn0
) + (xn1

− xm0
) + (xm1

− xn1
) + · · ·+ (xml

− xnl
) ≥ lǫ.Como K é arquimediano podemos fazer lǫ > 2M , o que ontradiz |(xn)| ≤M . Portanto toda sequên-ia monótona, digamos não-deresente, é de Cauhy. Tendo (5) omo hipótese, tal sequênia é onver-gente.

Prova (6) ⇒ (7): Mostremos primeiro o item (i). Para n ∈ N temos In+1 ⊂ In, om In = [an, bn], o quesigni�a que an ≤ an+1 ≤ bn+1 ≤ bn. Podemos então esrever
a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ · · · ≤ bn ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1.Notemos que a sequênia formada pelos an é monótona não-deresente e limitada por ada bn, que por

(6) é onvergente. Do mesmo modo temos que a sequênia formada pelos bn é monótona não-resente elimitada por ada an, assim por (6) também é onvergente. Digamos que lim an = a e lim bn = b.BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011



R, Axiomatiamente 55Como (an) é uma sequênia não-deresente, temos que an ≤ a para todo n ∈ N. Do mesmo modo,omo bn é uma sequênia não-resente, temos que b ≤ bn para todo n ∈ N. Observemos que a ≤ bn paratodo n ∈ N pois, do ontrário, se bn0
≤ a para algum n0, então, dado ǫ = a − bn0

, existiria n1 tal que,
|a− an1

| < a− bn0
. Como (an) é não-deresente, an1

> bn0
. Do mesmo modo mostra-se que an ≥ b paratodo n ∈ N, portando a ≤ b.Conluímos que a e b (podendo ser a = b) pertenem a todos os In, donde [a, b] ⊂ In para ada n.Logo

∞
⋂

n=1

In ⊃ [a, b] 6= ∅.Para mostrar que K é arquimediano, segue omo mostrado em (4) ⇒ (5) item (ii).
Prova (7) ⇒ (8): Suponhamos K = A ∪ B uma isão não trivial. Seja a1 ∈ A e b1 ∈ B om, digamos
a1 < b1, e seja I1 = [a1, b1]. Se [a1, b1+a12

] ontém algum ponto de B, digamos b2, onsidere I2 = [a1, b2],do ontrário onsideremos I ′2 = [a1+b12 , b1]. Se onsiderarmos I2 e [a1, a1+b22 ] ontiver ponto de B, digamos
b3, onsideramos I3 = [a1, b3], do ontrário, onsideramos I ′3 = [a1+b22 , b3]. Prosseguindo, em qualqueraso obtemos uma sequênia de intervalos enaixantes em que os extremos esquerdos pertenem à A e osdireitos à B. Se |In| → 0 seja x o ponto omum a essa interseção. Digamos que x ∈ A. Então omo
A é aberto existe ǫ > 0 tal que [x, x+ ǫ) ∈ A. Tomando n tal que b1−a1

2n < ǫ e onsiderarmos Ir (ouI ′r)para r > n, vemos que isso é impossível. Como o onjunto B também é aberto, o mesmo argumento seaplia.
Prova (8) ⇒ (9): Seja F ⊂ (−a, a) um subonjunto fehado e limitado de K. Suponha que F não tenhaum elemento máximo. Considere

J =
⋂

x∈ F

(x,∞).A�rmamos que J é aberto. De fato. Dado y ∈ J , temos que y > x para todo x ∈ F . Se toda vizinhançade y intereptasse F , omo F é fehado, teríamos y ∈ F ontradizendo o fato de y > x para todo x ∈ F .Então existe uma vizinhança (y − ǫ, y + ǫ) de y que não interepta F . A�rmamos que (y − ǫ, y + ǫ) ⊂ J .Do ontrário se algum y0 ∈ (y − ǫ, y + ǫ) não pertenesse a J então y0 ≤ x0 para algum x0 ∈ F , de modoque a vizinhança (y− ǫ, y+ ǫ) intereptaria F em x0, logo (y− ǫ, y+ ǫ) ⊂ J . Como a ∈ F , temos J abertoe não vazio.Considere agora
H =

⋃

x∈ F

(−∞, x).Claro que, −a ∈ H e H é aberto.A�rmamos que J ∪ H = K. De fato. Dado k ∈ K, se k > x para todo x ∈ F , então k ∈ F . Se
k ≤ x0 para algum x0 ∈ F , então omo x0 não é máximo, existe x1 ∈ F tal que k ≤ x0 < x1 e portanto
k ∈ (−∞, x1) ⊂ H , a outra inlusão é imediata. Temos também que J ∩H = ∅. De fato. Do ontrário,se existisse um s ∈ J ∩H , então s ∈ J , ou seja, s > x para todo x ∈ F e s ∈ H , ou seja, s < x para todo
x ∈ F , o que é um absurdo.Assim temos que K é desonexo o que é uma ontradição. BICMat, Volume VIII, Outubro de 2011
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Prova (9) ⇒ (10): Seja X um onjunto limitado superiormente. Se X é fehado, imediato, pois X teráum elemento máximo e um mínimo. Do ontrário, onsidere X̄ . Mostremos que X̄ também é limitado.De fato. Como X é limitado existe um intervalo limitado [a, b] tal que X ⊂ [a, b]. Seja c o ponto médiodeste intervalo e onsidere r1 = |b− c|.Considere agora [a1, b1] um intervalo de entro em c, mas que r2 = |b1 − c| > r1 assim [a, b] ⊂ [a1, b1].Seja x um ponto que não pertença ao intervalo [a1, b1], tomando ǫ < |r2−r1|, temos que (x−ǫ, x+ǫ)∩X = ∅,logo nenhum ponto x /∈ [a1, b1] é ponto aderente a X , assim X̄ é limitado por [a1, b1].Logo omo X̄ é fehado temos que X̄ tem elemento máximo e um mínimo. Seja y o elemento máximode X̄. A�rmamos que y = sup X .Suponha que y não seja uma ota superior de X . Assim, existe y0 ∈ X tal que y0 > y. Mas se
y0 ∈ X ⊂ X̄ , temos que y0 ∈ X̄ . Como y0 > y tem-se que y não é o máximo, o que ontradição. Logo y éuma ota superior de X .Mostremos agora que y é a menor das otas superiores. Se y não fosse a menor das otas superiores de
X , então existiria um ǫ > 0 tal que y− ǫ seria ota superior de X , ou seja, y− ǫ ≥ z ∀ z ∈ X . Assim paraesse ǫ, (y− ǫ, y+ ǫ)∩X = ∅, isto é y não é aderente a X . O que é ontradição. Portanto y é a menor dasotas superiores.
Prova (10) ⇒ (1): Seja X o onjunto dos pontos x ∈ [a, b] tais que o intervalo [a, x] pode ser oberto porum número �nito de intervalos abertos Iλ, isto é, [a, x] ⊂ Iλ1

∪ · · · ∪ Iλn
. Temos que X 6= ∅, por exemplo,

a ∈ X . Seja c = sup X . Tem-se que c ∈ [a, b]. A�rmamos que c ∈ X . De fato, existe algum Iλ0
= (α, β)tal que c ∈ Iλ0

. Sendo α < c, deve existir x ∈ X tal que α < x < c. Logo x ∈ Iλ0
. Mas omo x ∈ X , temos

[a, x] ⊂ Iλ1
∪ · · · ∪ Iλn

assim [a, c] ⊂ Iλ1
∪ · · · ∪ Iλn

∪ Iλ0
, o que prova que c ∈ X . Mostremos agora que

c = b. Do ontrário, se c < b, existiria algum c′ ∈ Iλ0
om, c < c′ < b. Então [a, c′] ⊂ Iλ1

∪ · · · ∪ Iλn
∪ Iλ0donde c′ ∈ X , o que é absurdo, pois c′ > c e c = sup X . Vemos portanto que o intervalo [a, b] está ontidonuma família �nita de intervalos Iλ.

4 Observações finais1. À époa que iniiamos o trabalho, e bom tempo depois disso, não tínhamos [1℄ em mãos. Entãodeidimos busar uma ordenação das a�rmações, seguindo a qual aproveitaríamos ertos resultadosbem onheidos, e que também evitasse ertas repetições; sem o uidado om isso último perderíamosa ideia de uma demonstração na forma ília. Resultou que mesmo aquelas a�rmações que jáapareem em [1℄, apareem aqui noutra ordem.2. Em [1℄ o leitor enontrará onsiderações sobre a neessidade de supor ordem arquimediana nos ítensque supusemos. Na verdade, gostaríamos de enorajar o leitor a ter ontato om essa referênia, porrazões que, então, lhe serão óbvias.
Abstract: From the axiomati point of view, there are several possibilities to haraterize what we wish tounderstand as the �eld of real numbers. In this work we present ten axioms as possibilities to play thatrole.
Keywords: Ordered �elds; Arhimedean order; sequenesBICMat, Volume VIII, Outubro de 2011
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